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Publikace se &nuje vyuziti programuMathematica(verze 10.0) i feSeni naringjSich fyzikalnich problém V textu jsou
vybrany rékteré zajimavé ulohy, které jsou zpracovany a popsamayuZitim programuMathematica Matematika je dnes
nezbytny obor pro studium wipodowdnych disciplinach a odpovidajicickitelskych oborech. V dabvykonnych peitaci,
notebook ¢i modernich tablétje nezbytné zahrnout tyto progresivni predky do vyuky a vést studenty k jejich smyslupinému
a efektivnimu vyuzivani. Diky modernim technologiim vznika foros feSeni naréngjSich problém. Implementace profesional-
niho matematického softwatathematicaprispiva ke zkvalitani vywovaciho procesu dnes velmi né&mgch oboti, jako je
fyzika, biologie i chemie.

PublikaceSoftware Mathematica pro fyzikg rozdlena do osmi kapitol detné Gvodu, kde jsou shrnuta zakladni pravidla pro
praci se softwarenMathematica V druhé kapitole jsou uvedengkieré fyzikalni tlohy, které Ize v softwatdathematica
jednodusSeresit pomoci hledani lokalnich extrénfunkci. Nasledujici dv kapitoly textu se za#fuji na zpracovani dat
jednoduchych rteni, nap. zkoumani zavislosti elektrického odporu na teplanalyza zavislosti tlaku sytych vodnich par na
teplo€ ¢i zpracovani dat z #&ieni tihového zrychleni pomoci matematického a reverzniadia. Tyto piklady a vypéty Ize
vyuzivat v rdmci praktickych #tieni v laboratti fyziky. V kapitole ¢islo pst je uvedeno &kolik piikladi a aplikaci pi feSeni
problémi z oblasti klasické mechaniky, riagkeplerova Uloha, Buquoyova Uloha a Van deriPalscilator. DalSi kapitola se
zabyva interpretaci vysletkeSenych probléinz teorie elektromagnetického pole. Pozornosgfmvana vybranym aplikacim v
elektrostatice a v nestacionarnim elektromagnetickém poli. Kkbmsické mechaniky jsoteSeny i otdzky z moderni mechaniky,
nag. Planckiv vyzarovaci zakon, vyvoj hustoty praggbdobnostiéstice v jednorozainé nekonéné hluboké potencialové jam
nebo vyvoj hustoty prawpodobnosti linearniho harmonického oscilatoru. Diky prof@didmu softwaru je jeden oddil textu
vénovan modelovani fraktélve 2D i 3D rozmiru, coz by bez pouziti kvalitniho programu nebylo nikdy néozealizovat.
Posledni kapitola Obecna teorie relativity se zabyva stypBhristoffelovych symbdl, Ricciho a Einsteinova tenzoru pro dany
metricky tenzor nebo pohybetastic v okoli Schwarzschildowerné diry.

1.1 Zakladni pravidla prace v programu  Mathematica

VeSkera prace v programdathematicase provadi v Notebooku. Pro spravné zobrazeni yataaloh, je nutné dodrzovat
nékolik zakladnich pravidel:

V prvni fadt je dilezité stanovit format v jakém budeitha napsana, zda se bude jednat o textkap, nadpis, kddislovany
matematicky vzorec apod. Toto réihi najdeme v hornifédku Formats Style.

Pro matematické vygty, tvorbu grafi nebo simulaci pouzijeme styl tky Input. Rikaz bude ozngn In[n]:= a vysledek se
zobrazi v biice s ozn&nim Out[n]=.

Provedeni fikazu v buice se provede po stisknuti kombinace klaves SHIFT+ENTEBb stisknutim klavesy ENTER na
numerické klavesnici.

Pokud se na konciiffkazu napiSe stdnik, tak seifkaz vykona, ale vysledek se nezobrazi v Notebooku.
Néazvy funkci se piSi vzdy velkym pismenem n&eu a argumenty funkci se uvadi v hranatych zavorkach
Pokud si nenadefinujeme jinak, tak plati, Ze k zapisutideghocisla se pouziva t&a.

Néasobeni symbalmaze byt reprezentovano mezerou.

Dilezitym pomocnikem ifp praci v Notebooku jsou Palety, které uriof jednoduchym zjsobem vyuzivat funkce programu.
Palety najdeme v hornitadku pod ndzvem Palettes.

Pokud neznametpsnou syntaxi, jak zapsatktery pikaz, Ize vyuzit tzv. free-form input. Zapisem znaku =zagtku buiky
Input (nap. = sin x from pi to 2pi), dojde s vyuZzitim serveru Walfealpha k gevedeni fikazu do spravné syntaxe (v tomto
pripadt Plot[Sin[x], {x, Pi, 2Pi}]) a poté k provedenitigazu. Ri zapisu znaku == na atku buiky Input dostaneme piny
vystup, ktery vytvél server Wolfram Alpha.

V rovnicich znamena symbol Fifazeni (definovani) nové prémné, pro rovnost je pteba napsat symbol ==.
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@ Vytvoieny program v softwariMathematicalze ulozit ve forméatu *.nb. Novou moZznosti je ovSem efoZprogramu ve formatu
Computable Document *.cdf. Programy v tomto formatu ldédat nap. na webové stranky, kde si jej mohou spustit i uzivatelé
bez softwariMathematicastai, kdyZ si zdarma nainstaluj¥olfram CDF Player

® Od verzeMathematica9 doSlo k vyraznému zjednoduSeni prace s prograrmmt Assistanfiutomaticky dokotuje pikazy,
které chce uzivatel do programu napsat.

Pl Flo| FPlot3|
Plot3D — Plot3D — Plot3D
Plot Plot
Plus PlotRange
Play PlotMarkers
Placed Plotstyle

w ¥

® Od verzeMathematicad Ize také vyuzivaSuggestion Barktery umozuje jednoduse doplnit a vylepSit vysledek matematického
piikazu.

In[1]= Xx*2+2x+1

. RAoll up inputs Send fesdback -
OutfiF 1+ 2 x+x° 1 1
plot simplify factor = x derivative = more... ﬁ E
| '] T I
|
Suggeatsd actionz More actiona Send to WolframlAlpha Minimize

® VerzeMathematicalO ginesla moznost vrétit libovolny pet kroka zpst pii praci v programu. BivéjSi verze umotovaly pouze
jeden krok zpt.

® Software Mathematicaobsahuje podrobnou anglicky psanou n&day kterou Ize nalézt v horniffddku softwaru Help»
Documentation Center. Rozsahlou podporu pro praci vanagMathematicanabizi webova stranka www.wolfram.com.
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2 Fyzikalni tulohy vedouci k zjis t'ovani
lok&alnich extrém O funkci

2.1 Obecny postup hledani lokélnich extréem G

PFi hledani lokalnich extrém funkci Ize pouzit tento obecny postup feSeni:

1. Nejprve vypséitame prvni derivaci funkce.

2. Prvni derivaci poloZime rovnu nule a v§fi@me hodnotyg, pro které je prvni derivace rovna nule.

3. Vypaiitame druhou derivaci funkce.

4. Dosadime hodnoty do druhé derivace.

5. Je-liy'(xo) > 0, nastava v badxy minimum, je-liy'(xo) < 0, nastava v badxg maximum. Je-liy'(xo) = 0, mizeme v bod xg
dostat inflexni bod.

Poznamkal:
Vypocet druhé derivace neni nutné vzdy prasadekdy st&i pozorovat funkni hodnoty bod v okoli bodu, v 8Bmz je prvni
derivace rovna nule.

Poznamke:
Pti vySetovéani pifibéhu funkce je fieba si ugdomit, Ze jinak se chova napmocninna funkce se sudym exponentem a jinak
mocninnd funkce s lichym exponentem, viz nasledujici dikdeply.

Priklad:

In[1]:=

Out[1]=

In[3]:=

Out[3]=

In[4]:=

Out[4]=

Pomoci obecného postupu hledani extrémmkce nejdte extrémy u funkcéd : y = x*.
ReSeni:

Nejprve vyp@itame 1. derivaci funkce

D[x*, x ]

4 x3

Vypogitdme hodnotyo, pro které je prvni derivace rovna nule.
Solve [4 x3 == 0, x ]

{{x~>0}, {x->0}, {x~>0}}

Vypogitdme druhou derivaci funkde

D[4x3, x ]

12 x2

Dosadime hodnoty do druhé derivace a rozhodneme, zda se jedna o mmexirebo minimum.

12 x 0?
0

Dosli jsme k vysledku, kde nelze pomoci tohoto obecngbstupu stanovit, zda je bag =0 maximem nebo minimem
zkoumané funkce. Graf funkce: y = x* je oviem obeenznamy. Z tohoto grafu vidime, Ze v [ogh = 0 nastava minimum
zkoumané funkce.
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Out[5]=
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Plot [x* {x, -05,05 1}]
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Priklad:

In[8]:=

Out[8]=

In[9]:=

Out[9]=

Pomoci obecného postupu hledani extrémmkce nejdte extrém u funkcg : y = x°.
Regeni:

Nejprve vyp@itame prvni derivaci funkcga poté poloZime tuto derivaci rovnu nule.
D[x%, x ]

3 x?

Solve |3 x2 == 0, x ]
{{Xx -0}, {x-0}}

Poté vypéitame druhou derivaci funkog a stanovime, zdabody podetelé z extrému jsou minimadi maxima zkoumané
funkce.

D[3x2, x ]
6 X

6x0
0
Dosli jsme k Upla stejnému vysledku, jako wedchozim fikladu (nelze pomoci tohoto obecného postupu stanovit,ezdad

Xo = 0 maximem nebo minimem zkoumané funkce). Graf furtkcg = x° je oviem obeenznamy. Z tohoto grafu vidime, Ze v
bodk xo = 0 nenastava maximum ani minimum zkoumané funkce, até jeel o inflexni bod.
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npop= Plot [x3, {x, -0.5,05 }]

o010l
005
out[10]= L L 1 L L L 1 L L [
-0.4 [
005}
~0.10}
PFiklad:
. e . x5
Najdkte lokalni extrémy funkck: y = i x4
Reeni:
Provedeme obecny postup hledani extrénmkce.
x5
In[11]:= D[— +x4 x ]
5

ouf11)= 4 x3 + x4

nizp= Solve [4x3 +x* =0, x ]

oufiz= {{X » -4}, {Xx >0}, (x>0}, {(x->0}}

In[13]:= D[4 x3 + x4, X ]

oupiz= 12 x2 + 4 x8

na= 12 (-4)2 +4 (-4)8
ou14= - 64

nasi= 12 (0)2 + 4 (0)2

ou1sl= 0
Z provedeného postupu vidime, Ze bad= —4 je lokalnim maximem zkoumané funkceale pro bodk, = 0 nelze podle tohoto
postupu rozhodnout, zda se jednd o maximum, nebo minirdden nizeme vyuZzit vlastnosti prvni derivaci funkbev okolf

bodu x, = 0. Zvolime si levé okoli bodx, = 0 interval(—4, 0), pravé okoli body0, «) a provedeme prvni derivace v libovol-
nych bodech zthto dvou intervai.

x5
In[16]:= D[— + x4, x ]
5

oujz6l= 4 x3 + x4

7= 4 (=2)% + (=2)*
oufi7= -16
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npe= 4 (2)% + (2)%
ou1g)= 48
Jelikoz je prvni derivace funkdev bods -2 zaporna, je tato funkce v intervalu (-4,0) klesajioinPderivace funkcé je v bod

2 kladn4, a tedy na intervalu €6) je tato funkce rostouci. Z toho vyplyva, Ze v bag = 0 nastava lokalni minimum zkoumané
funkce, coz si rizeme o¥fit pomoci grafu funkcé.

x5
no}= Plot [—+X4, {x, -5,3 }]
5
120}
100}
sol

out[19]= L
60 -

2.2 Fyzikalni dlohy vedouci k zjis t'ovani lokalnich extrém G funkci

PFi feSeni fyzikalnich tloh, kde je tfeba nalézt lokalni extrém, je vhodné zvolit
nésledujici postup:

1. Nejprve zavedeme prémmé a pifadime jim symboly.

2. Vyjadiime velginu, jejiz maximum nebo minimum budeme hledat, pommtitd prongnnych.
3. Zjistime vztahy mezi prognnymi ze zadani.

4. Vyjadiime veltinu, kter4 se ma maximalizovat nebo minimalizovat pomoaigeprongnné.

Priklad:

Najckte nejekonomiitejSi tvar valcové nadoby s jednou podstavou inamec bez pokdky) s pevie danym objemem. Jinak
feteno, jaky je nejmensi povrch takovéto nadoby?

ReSeni:
1. Nejprve zavedeme prémmé a piradime jim symboly:

r ... polonmer nadoby
h ... vySka nadoby

2. Vyjadtime veltinu, jejiz maximum nebo minimum budeme hledat, pomwtitd prongnnych:
S=nar2+ 2xarh = n(r?+ 2rh)

3. Zjistime vztahy mezi proinnymi ze zadani:
Pro objem valcové nadoby s jednou podstavou plati:

V = nr¢h

4. Vyjadiime veltinu, kterd se ma maximalizovat nebo minimalizovat pomoahgeprongnné:
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Predchozi dva vztahy upravime a dostaneme:
= 7(r2 4+ &Y
S= 7T(I' + = )

Hledame minimum funkcg pro prongnnour > 0.

In[20]:= D[rr [r2 + 2—V] r ]

r

2V
2r - ——

out[20]= T
sr?

Tr

2V
ne1:= Reduce [n (Zr - —2] ==0&&0<r, {r,V} ]

oupil= I > 0 &&V == n1r 3

Nyni porovname vysledny vztalziskame:
np221= Reduce [7rr3 =7nr’h &0<r, {rh }]
ouez)= r >0&8&h =7

Aby méla nddoba ze zadani co nejekonejsi roznery musi platit, Ze vySka nadoby je rovna jejimu palonh =r. Pomoci
druhé derivace potvrdime, Ze se opravdu jedna o minifaokte.

In[23]:= D[rr [2r - 2_\/2] r ]

r

4V
2+

outj23]= 7T

srs

Druha derivace je prd > 0 ar > 0 kladna. Jedna se tedy o minimum funkce.

Priklad:
Nadoba je napkna kapalinou do vy3kigz nad dnem nadoby. V jaké vySbg nad dnem nadoby jéeba navrtat otvor, aby da
kapalina maximalni dosk?
ReSeni:
Pro sotiadnice libovolného bodu trajektorie vodorovného vrhu plati:
X = Vo-t,
y=ho - ;g

Pro vytokovou rychlost kapalinyg plati:

Vv=+/2(h-hy-g.

V okamziku dopadu plati:

y=0, x=d,

O=hy- 2017 =ty = /27:°

d= Vo-tg = ZVh-ho— hg .

Nyni chceme zjistit, kdy vzdalenost didlstt d bude maximalni v zavislosti na vySce otvoru nad dhgnBude-lid maximalni,
bude také&? maximalni, a proto budeme hledat maximum funkce

npap= d2 = 4 (hhg - hg”2);
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nesi= D[d2, h o]
oues= 4 (h -2 hg)

npeer= Reduce [4 (h-2hg) ==0, {h, ho}]
h

outzel= hg = —

Vidime, Ze maximalni dosk nastane, kdyz je otvor navrtén%vvyéky sloupce kapaliny. Nyni pomoci druhé derivac¢Zeme
potvrdit, Ze jde opravdu o maximum funkce.
n271= D[4 (h-2hg), ho]

oue7= -8

Priklad:

Z papiru forméatu A4 (210 x 297 mm) viisini v rozich¢tyii stejnéctvereiky, aby sloZzenim vzniklého obrazce vznikla ki
maximalniho objemu.

Regeni:
X ... délka stranytveresku, ktery vystihneme z jednoho rohu papiru
297 - X ... délka now vzniklé krabéky

210 - X.... Stka now vzniklé krabéky
X ... vySka now vzniklé krabtky

nesi= ak = 297 - 2X;
bk = 210 - 2x;
ck = x;

Krabicka bude mit tvar kvadru a pro jeho objem phdti= abc
n= VK = ak bk ck
oua)= (210 -2 x) (297 -2 X) X
nE21= DIVK, X 1 // Simplify
out32= 6 <lO 395-338x +2 X2)

Po provedeni prvni derivace polozime tuto derivaci rowra. Vyska kraliky x nemize byt ¥tSi nez je polovina &y papiru.

nz3= NSolve [6 (10395 - 338x +2x2) == 0 &&105 > x, {x}]
outzsl= { {X - 40.4234}}

Z kvadratické rovnice vidime, Ze podminkdm vyhovuje pgeden kden a to 40.4234 mm. Nyni jéJpotvrdime, Ze se jedné o
maximum funkce.

e D[6 (10395 - 338x +2x?), x ]
ouza= 6 (-338 + 4 X)

nEsi= 6 (-338 +4 (40.4234 1))
ouyzs= —-1057. 84

Priklad:

Teplotni objemovou roztaznost vody Ize v rozmezi teptb0cC do 30 C popsat rovnicV = Vo (1 + Bt + Bot2 + B313),
kdep; = -6.4310°K1, B, = 8.51.10°K2, B3 = —6.79- 108 K~3 jsou empiricky utené hodnoty &, je objem pi teplog
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0° C. Ureete i jaké teplok je podle uvedené aproximace objem v daném intervalut teysddmalni a pi jaké teplot maximalni.
ReSeni:
Nejprve provedeme prvni derivaci funkce a tuto derigabdZzime rovnu nule.

n@Eel= D[Vo (1 + Byt + Bpt"2 + B3t"3 ), t ]

out[36]= (Bl +2t By+3t?2 Bg) Vo

nE7= By 1= -6.43 %107°;
B, := 851 %1075;
Bs := -6.79 »10°8;

neop= Solve [Vo (B1+2tB2+3t2Bg) ==0, {t}];

Vysledkem kvadratické rovnice jsou dvarémoy. Pomoci druhé derivacesime maximum nebo minimum.

In[41]:= D[Vo (B]_+2th+3tzB3),t ]

o1 (0.00001702 - 4.074 %1077 t ) Vo
Dosazenint = 3.96618C:

In[42]:= (0.00001702 -4.074 %1077 3.96618 ) Vo
oua2= 0. 0000154042 Vo

Vidime, Ze tato hodnota odpovida minimu funkce.

Dosazenint = 79.5881 C:

In[43]:= (0.00001702 -4.074 x 1077 79.5881 )VO
outa3= —0. 0000154042 V,

Vidime, Ze tato hodnota odpovida maximu funkce.
Jelikoz v zadani je interval omezen na hodnoty“ad 6o 30 C, Izefici, Ze v tomto intervalu je objem vody nejmensSitpplo&
3.96618 C a nej¢tsi [ teplot 30 C.

MuZeme zobrazit grafické znazém zavislosti objemu vody na tepiot intervalu 0C do 100C podle kubického polynomu
V = Vo(l + ,Blt + ,thz + ,33t3).
S 6.43t 851t 2 679t 3
inp41= FindMinimum [1 - + - , {t,0 }]
10° 10° 108
outaal= {0. 999875, {t - 3.96618}}

) ] 6.43t 851t 2 6.79t 3
5= FindMaximum [1— Tt P pt {t, 70 }]
10 10 10

ouasi= {1. 01456, {t - 79.5881}}
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6.431t 851t 2 6.79t 3
ne)= Plot [l - + - , {t, 0,100 3,
10° 108 108
PlotStyle - Directive  [Opacity [1], AbsoluteThickness [211,
Frame - True, FrameLabel - {t, V ¢}, RotateLabel - False, GridLines

{{3.9661758658454733, 79.58807057392566 }, {0.9998746055908817, 1.0145565116818087

GridLinesStyle - Directive  [Gray, Dashed ]]

-

1.015

1.010

Vo
Out[46]=

1.005

1.000

1L

13
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3 Zpracovani dat jednoduchych m é&reni a

regresni analyza

In[47]:=

Out[50]=

Pti zpracovani nagfenych hodnot se uz ve fyzikalnim praktiku setkavamerelpot nalézt zavislost mezigtenymi veltinami.
ProgramMathematicgposkytujeradu nastrdj k feSeni takovych aloh.

Pti vypoitech byva uZitené vypsat nejediselnou hodnotu vyrazu, ale i jeho ozemi symbolem. Za timto¢élem definujme
funkci nameAndValue , v niz pro pakeby textu zaokrouhlujeme na 3 plattislice an desetinnych mist, anglosasskou
desetinnou &ku miZeme nahradit desetinndéarkou.

SetAttributes [nameAndValue, HoldFirst 1;
nameAndValue [X_,n _]:=
Print [Unevaluated [x]," =", NumberForm [x, {3, n }, NumberPoint -"" 17;
nameAndValue [aa = N[, 30 ], 3]
aa

aa = N[, 30]=3, 140
3.14159265358979323846264338328

3.1 Zavislost elektrického odporu na teplot &

In[51]:=

Out[51]=

In[52]:=

Out[52]=

In[53]:=

out[53]=

In[54]:=

out[54]=

Vysledky n&ieni elektrického odporu vah v zavislosti na tepldjsou dany v tabulce:
19.0(25.0(30.2|36.0(40.2(45.3150.0

76.3|77.8]79.7180.9(82.4(84.0|85.1

013 &~

které zadame ve tvaru &y hodnot.
Teplota ve’C:

teplota = {19.0, 25.0, 30.2, 36.0, 40.2, 45.3, 50.0 }
{19., 25., 30.2, 36., 40.2, 45.3, 50.}

Odpor vQ:
odpor = {76.3, 77.8, 79.7, 80.9, 82.4, 84.0, 85.1 }

{76.3, 77.8, 79.7, 80.9, 82.4, 84., 85.1}

Piikaz Riffle  vyvoii seznam, kde seifdaji hodnoty z prvniho a druhéhodiy hodnot, pikaz Partition s parametrem 2
vytvori dvojice ze sousednich hodnot:

hodnoty = Partition [Riffle  [teplota, odpor 1,2]

({19., 76.3}, {25., 77.8}, {30.2, 79.7},
(36., 80.9), (40.2, 82.4}, {45.3, 84.)}, {50., 85.1}}

ProtoZze mMizeme pedpokladat linearni zavislost odporu na teplotizeme pouZzit funkdiinearModelFit

model = LinearModelFit [hodnoty, x, x ]
Fi ttedMbdel || 70.7518 + 0.288714 x

Naleznou funkni zavislost Ize ulozit pro dalSi pouzitilazem
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niss)= model ["BestFit" ]

ourssl= 70. 7518 + 0. 288714 x

a nap. vykreslit v odpovidajicim intervalu spolu s funlkmi hodnotami.

nisel= Show[ {Plot [model ["BestFit" ], {x, 15, 60 }, PlotRange - {Automatic, {70, 90 }},
PlotStyle - {Thickness [0.005 1}, FrameLabel - {"t"," R"},
RotateLabel - False, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143},
Frame - True, GridLines - Automatic 1,
ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Medium }, PlotStyle - {Red}1}]

90 , : .
85r 1

R 80~ q

Out[56]=

75 ,/'

70 L L 1 L L L 1 L L L
20 30 40 50 60

t

Interpretaci ziskanych hodnot provedeme v souladu setigloym vztahem pro zavislost teploty na odporu
R = Ry(1+ aAt) = a + bx

Odtud po zaokrouhleni n# platnégislice (v souladu s natfenymi hodnotami) ziskavanky = 70.8Q, @ = E, neboli

ns7= o = ScientificForm [Coefficient [model ["BestFit" 1,x,1 1/
Coefficient [model ["BestFit" ]1,x, 0 71, 3, NumberPoint - "" ]

Out[57]//ScientificForm=

4,08 %102

Teplotni sodinitel odporu tak vychazér = 4.08-10°K-1. Zbyva jed posoudit kvalitu modelu regrese pomoéZig uzi-
vanych velkin — koeficientu determinaaé, koeficientu korelace a chyby v hodnotéach ziskanych pararnetr

nissl= NumberForm [ {model ["RSquared” 1, Sqrt [model ["RSquared” 1], model ["ParameterErrors" 13},
NumberPoint - "." ]

Out[58]//NumberForm=

{0. 997025, 0.998512, {0.257921, 0.00705258}}

Koeficient korelace vychazi = 0,9985. Nyni mZzeme odpotdst nag. na otdzky, jaky odpor bude odpovidat teplotam
ty = 20.0°C at, = 60.0°C a [ jaké teplot t3 bude mit vodi odporR; = 82.0Q. Abychom s vyp&tenymi hodnotami vypsali
na vystupu i ozngni pronénnych, nadefinujeme jeSdtive funkcinameAndValue . V piipad teploty tz pak vidime, jak z
vystupu funkceSolve pouZzit pouzeéiselnou hodnotu namistdifazeni {x— cislo}:

ns9r= Ry = model ["BestFit" 1 /. x » 20;
R, = model ["BestFit" 1 /. X - 60;
ts = Solve [model ["BestFit" ] == 82.0,x ][[1,1,2 11;
nameAndValue [Ry, 1 ]
nameAndValue [R;, 1 ]
nameAndValue [t3, 1]

R.=76, 5
R,-88, 1
t3-39, 0
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Nyni miZeme graf vykreslit i s vygtenymi hodnotami.

nes):= grafvypoctenychhodnot =
ListLinePlot [{{{20,0 }, {20,R 1}, {O,R1}}, {{60,0}, {60, R 2}, {0,R>}},
{{ts3, 01}, {ts, 8213, {0,82 }}}, PlotStyle - {{Dashed, Gray }}1;

neel= grafmerenychhodnot =
ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Medium }, PlotStyle - {Red}];

grafmodelu = Plot [model ["BestFit" 1, {x, 15, 60 3}, PlotStyle - {Thickness [0.005 1}7;
nes= Show [ {grafvypoctenychhodnot, grafmerenychhodnot, grafmodelu },
Frame - True, FrameLabel - {"t"," R"}, RotateLabel - False,
PlotRange - {{10, 65 }, {70, 90 }}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}]
goj\‘“‘\““\““\““\““\“i

85/

R 80/

out[68]=

75}

70-

3.2 Uréeni tihového zrychleni

u

N¢

itim nangtenych hodnot drahyacasut pro volny pad oloéné kulicky (pro kterou mizeme zanedbat odpor vzduchu)
0.00|4.00|5.20]|6.00|7.00(8.00(9.00(10.0|11.0

v~z

0.00(0.90(1.03(1.10(1.20(1.28|1.35|1.43|1.50

uréete tihové zrychlenPredpokladame, Z&asut = 0 s odpovidgd = 0 m. Podob&jako v gedchozim fikladu zadame hodnoty:
neor= draha = {0.00, 4.00, 5.20, 6.00, 7.00, 8.00, 9.00, 10.0, 11.0 }
oupeo= {0., 4., 5.2, 6., 7., 8., 9., 10., 11.}

o= cas = {0.00, 0.90, 1.03, 1.10, 1.20, 1.28, 1.35, 1.43, 1.50 }
ouf7o= {0., 0.9, 1.03, 1.1, 1.2, 1.28, 1.35, 1.43, 1.5}

n711= hodnoty = Partition [Riffle  [cas, draha 1,2 ]
ou7i= {{0., 0.3}, {0.9, 4.}, {1.03, 5.2}, {1.1, 6.},
(1.2, 7.}, {1.28, 8.}, {1.35, 9.}, {1.43, 10.}, {1.5, 11.}}

Pri analyze volného padu vychazime ze znadmého vzsah% gt?. Chceme-li pouzit linearni regresi, musime hledat vztati me
2sat?:
n721= hodnoty2 = Partition [Riffle  [cas”™2,2draha 1,2 ]

oufrz= {{0., 0.}, {0.81, 8.}, {1.0609, 10.4}, {1.21, 12.},
{1.44, 14.}, (1.6384, 16.}, {1.8225, 18.}, {2.0449, 20.}, {2.25, 22.}}
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ni73:= model = LinearModelFit [hodnoty2,y,y 1;:
model ["BestFit" ]

ouf74j= 0. 0414801 + 9. 77679y

Ziskany model rizeme pro ilustraci ajp vykreslit s narfenymi hodnotami a it jeho charakteristiky:

ns)= Style [
Show[ {Plot [model ["BestFit" 1 /.y -» t*"2 /2, {t 0,16 1}, PlotStyle - {Thickness [0.005 ]},
AxesLabel - {"t"," s"}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143},

GridLines - Automatic, Axes - True ],
ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Medium }, PlotStyle - {Red}1}11]
NumberForm [ {model ["RSquared" 1, Sqrt [model ["RSquared" 11,
model ["BestFitParameters" 1[[2]1], model ["ParameterErrors" 100211}, NumberPoint - "." ]

o
—

Out[75]=

N T L L 1 1 L L L 1 1 L L L 1 L t
? 0.5 1.0 1.5
Out[76]//NumberForm=

{0. 999835, 0.999917, 9.77679, 0.0474963}

Koeficient korelace vychazi = 0.9999 a pro hledanou hodnotu tihového zrychleni vyapazi(9.78 + 0.05 m-s 2. Program
Mathematicaumoziuje najit gimo koeficient hledané kvadratické zavislosti.

n771= hlinmodel = NonlinearModelFit [hodnoty, g1 /2x"2,91,x 1;
NumberForm [ {nlinmodel ["BestFit" 1], nlinmodel ["ParameterTable" 1,
nlinmodel ["RSquared" 1, Sqrt [nlinmodel ["RSquared"” 1]}, NumberPoint - "" 1]
Out[78]//NumberForm=
Estimate Standard Error t- Statistic P-Value

{4. 90077 x2, ,
gl 9.80154 0.0196049 499953  2.869x1071

0. 999968, 0. 999984}

Pouzitim tohoto modelu vychazg = (9.80 + 0.02 m-s2 s koeficientem korelace = 0.99994 velmi blizkym jedné, tento
zpisob je v tomto i&jmé rychlejsSi a pesrgjSi. Funkci NonlinearModelFit miZzeme samdejmé pouZzit i na upravené
hodnoty vy3e hledané zavislossi 2at?:

in[7o= hlinmodel2 = NonlinearModelFit [hodnoty2, g2y, g2,y 1;

NumberForm [ {nlinmodel2 ["BestFit" ], nlinmodel2  ["ParameterTable" 1,
nlinmodel2 ["RSquared" 1, Sqrt [nlinmodel2 ["RSquared" 1]}, NumberPoint - "" ]

Out[80]//NumberForm=
Estimate Standard Error t- Statistic P- Value

{9. 80154y, :
g2  9.80154 0.0196049 499.953  2.869x107%°

0. 999968, 0. 999984}

Pokud nés nezajimaji statistické charakteristiky modefizeme pouzit i funkc€it (i pak musime zadatri@dpokladany tvar
polynomické zavislosti):

ne1= Fit [hodnoty, {x"23},X ]

ougsi= 4. 90077 x2
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3.3 Anomalie vody

Hodné moZnosti pro hledani zavislosti nabizejéiie stedoSkolské fyzikalni tabulky. Podivejme se na zavislogbhugody na
teplo® v rozmezi mezi OC a 40°C. Zadejme teploty po® a jim odpovidajici hodnoty hustoty.

ns2= teplota = Table [i, {i,0,40,5 }]
ousz= {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40}

ns3i= hustota = {999.8426, 999.9668, 999.7201,
999.1016, 998.2063, 997.048, 995.6511, 994.0359, 992.220 4}

oufszl= {999. 843, 999. 967, 999. 72, 999. 102, 998. 206, 997. 048, 995. 651, 994. 036, 992. 22}

ne41= hodnoty = Partition [Riffle  [teplota, hustota 1,2]

ousal- ({0, 999.843}, (5, 999.967}, {10, 999.72}, (15, 999. 102},
(20, 998.206}, {25, 997.048}, (30, 995.651}, {35, 994.036}, {40, 992.22}}

Zavislost hustoty na tepkotv uvazovaném intervalu aproximujme kubickym polynomem.

nesi= nlinmodel = NonlinearModelFit [hodnoty, po (L+B1t +B2t"2 +B3t*3 ), {po, B1, B2, B3}, 1 1]
NumberForm [ {Sqrt [nlinmodel ["RSquared" 11,
nlinmodel ["BestFitParameters" 1, nlinmodel  ["ParameterErrors" 13}, NumberPoint - "." ]

outes)- Fi ttedvodel || 999.85 (1 +0.0000607236 t - 7.94845x 106 £ + 4.16554x 10 £) ||

Out[86]//NumberForm=
{1., {00 > 999.85, B > 0.0000607236, 3, - -7.94845x10°°, B3 - 4. 16554 x 10°°},
{0.0123617, 2.85443 x10°°, 1.72388x107, 2.82737 x10°}}

Nyni miZeme graficky znazornit proloZeni modelu daty:

7= Show[{Plot [nlinmodel ["BestFit" 1 /. x -t {t, 0,40 }, PlotStyle - {Thickness [0.005 ]},
AxesLabel - {"t /°C"," p/kg-m 3" } BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize > 143,
GridLines - Automatic, Axes - True, PlotRange - {Automatic, {992, 1001 }}],
ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Small 1}, PlotStyle - {Red}]1}]

~
J

p/kgm ™

Out[87]=

996

994

L 1 L L 1 L L s L 1 L n n L t/ OC
0 10 20 30 40

Pomoci ziskané kubické funkce sézmme pokusit nalézt i teplotuii fxteré je hustota vody maximalni:
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nger= FindMaximum [nlinmodel ["BestFit" 1, {t,0 }]
maxrho = FindMaximum [nlinmodel ["BestFit" 1, {t,0 }1[[1]] // N
maxt =t /. Last [FindMaximum [nlinmodel ["BestFit" ], {t,0 }1]

ourssl= {999. 968, {t - 3.94199}}
ousgl= 999. 968
oueol= 3. 94199

Ziskané hodnoty, = 3.94°C ponérné dobe odpovidaji, zname skdteosti, Ze hustota vody nabyva maxima pro teploty okolo
4°C. V naSem modelu ma tato maximalni hustota hodngte: 999.968 kgm~3. Pro nazornost fizeme vykreslit nas model pro
teploty v okoli maxima a vyzgd maximalni hodnotu.

no1:= kreslimodel = Plot [nlinmodel ["BestFit" 1/7.x >t (0,10 },
PlotStyle - {Thickness [0.005 ]}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143%,
Frame - True, FrameLabel - {"t /°C"," p/kg-m 3" }
RotateLabel - False, PlotRange - {Automatic, {999.7, 1000.05 }}];

inez)= kreslihodnoty = ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Small }, PlotStyle - {Red}];

ine3= Kreslimaxcary = ListLinePlot [
{{{maxt, 997 3}, {maxt, maxrho }, {0, maxrho }}}, PlotStyle - {{Dashed, Black }}1;

4= kreslimaxbod = Graphics [{PointSize [.02 ], Point [{maxt, maxrho }1}1;
nps)= Style  [Show [ {kreslimodel, kreslihodnoty, kreslimaxcary, kreslimaxbo dj},
GridLines - Automatic, Epilog -
{Text ["max", {maxt, maxrho +0.03 }, Background - LightYellow ]13}1, NumberPoint - "" ]
1000.05 ¢ . ; ,
1000.00 - max ]

out[95]=

t/°C

Pokud bychom ckiti odhadnout parametry linearni teplotni objemové roztazondgvané ve sedoSkolské fyzice a v zékladnim
vysokoskolském kurzu, budemgegpokladat lineani zavislost hustoty na teplot

In[96):= roztaznost = NonlinearModelFit [hodnoty, po (1-Bt), {po, B}, t 1
NumberForm [ {Sqrt [roztaznost ["RSquared" 1], roztaznost ["BestFitParameters” 1,
roztaznost  ["ParameterErrors"” 1}, NumberPoint - "" ]

oupesl- Fi ttedModel || 1001.21 (1 - 0.000194675 t)

Out[97])//NumberForm=

{1., {po —» 1001. 21, 3 - 0.000194675}, {0.557241, 0.0000232896}}

Pro souinitel teplotni objemové roztaznosti tak dostavame hodbt (0.00019+ 0.00002K™1, ve slusném souladu s
tabulkovou hodnotou pro 2@, tj. 820 = 0.00018 K. Dodejme, Ze nas soubor dat byl pro jednoduchagen porgrng maly.
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3.4 Tlak sytych vodnich par

VyuZijeme data o zavislosti tlaku sytych vodnich par na tegltabulek.

Teplota ve’C:

inos)= teplota = Join [Table [i, {i,0,80,5 }], Table [i, ({i, 81,110 }1]

ous- {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75,
80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96,
97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110}

Tlak v kPa:
neo= tlak = {0.611, 0.873, 1.228, 1.706, 2.339, 3.169, 4.245, 5.627, 7.3 81, 9.590, 12.344,
15.752, 19.932, 25.022, 31.176, 38.6, 47.4, 49.3, 51.3, 53. 4, 55.6, 57.8,
60.1, 62.5, 64.9, 67.5, 70.1, 72.8, 75.6, 78.5, 81.5, 84.5, 8 7.7, 90.9, 94.3,
97.8, 101.3, 105.0, 108.8, 112.7, 116.7, 120.8, 125.0, 129. 4, 133.9, 138.5, 143 }

ougeel= {0. 611, 0.873, 1.228, 1.706, 2.339, 3.169, 4.245, 5.627, 7.381, 9.59, 12. 344,
15.752, 19.932, 25.022, 31.176, 38.6, 47.4, 49.3, 51.3, 53.4, 55.6, 57.8,
60.1, 62.5, 64.9, 67.5, 70.1, 72.8, 75.6, 78.5, 81.5, 84.5, 87.7, 90.9, 94. 3,
97.8, 101.3, 105., 108.8, 112.7, 116.7, 120.8, 125., 129.4, 133.9, 138.5, 143}

Uspaadani do dvojic:

npooy= hodnoty = Partition [Riffle  [teplota, tlak 1,21]

outoo- {{0, 0.611}, {5, 0.873}, {10, 1.228}, {15, 1.706}, {20, 2.339}, {25, 3.169},
(30, 4.245}, (35, 5.627}, {40, 7.381}, {45, 9.59}, (50, 12.344}, (55, 15.752},
(60, 19.932), {65, 25.022}, {70, 31.176), {75, 38.6)}, {80, 47.4}, (81, 49.3),
(82, 51.3), (83, 53.4), ({84, 55.6)}, {85, 57.8}, (86, 60.1), {87, 62.5},
(88, 64.9}, (89, 67.5), {90, 70.1}, {91, 72.8}, (92, 75.6), {93, 78.5),
(94, 81.5}, (95, 84.5), ({96, 87.7}, {97, 90.9}, (98, 94.3), {99, 97.8),
(100, 101.3}, {101, 105.}, {102, 108.8}, {103, 112.7}, {104, 116.7},
(105, 120.8}, {106, 125.3}, {107, 129.4}, {108, 133.9}, {109, 138.5}, {110, 143})

o= nlinmodel = NonlinearModelFit [hodnoty,a +bt +ct?*2 +dt"3, {a,b,c,d 1}, t]
NumberForm [ {Sqgrt [nlinmodel ["RSquared” 11,
nlinmodel ["BestFitParameters" 1, nlinmodel  ["ParameterErrors" 13}, NumberPoint - "." ]

ouroi= Fi ttedModel || -133733 +0.437518t - 0.0132457 t* + 0.000191825 t* }

Out[102]//NumberForm=
{O. 999954, {a - -1.33733, b - 0.437518, ¢ » -0.0132457, d - 0. 000191825},
{0. 529562, 0.0390413, 0.00076192, 4.26568 x10°}}
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nposl= Show[ {Plot [nlinmodel ["BestFit" ], {t, 0, 100 },
PlotStyle - {Thickness [0.005 ]}, FrameLabel - {"t/°C"," p/kPa"},
RotateLabel - False, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143},
GridLines - {Table [i, {i, 0, 110,5 }]1, Table [i, {i, 0,150,10 }]}, Frame - True ],
ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Small }, PlotStyle - {Red}1]},
PlotRange - {{0, 110 }, {0, 150 }}]

150

T T e E— — T

100
p/kPa

out[103]=

50

1 L L L N —

0 20 40 60 80 100
1/°C

V nekterych zdrojich (nap v anglickécasti Wikipedie) je zniiovana empirickd Antoinova rovnice, ktergegpoklada exponen-
cialni zavislost. | takovy model seireme pokusit nalézt iedpokladame-li zavislogt = A -exp(B/t). Lomeny vyraz nas nuti
vynechatt = 0°C z tabulky hodnot pomocitifzazuDrop [hodnoty,1 1, ktery vypusti ze seznamu hodnot prvni gépanou
dvojici. Pro model tak ziskavame:

noa;= nlinmodel2 = NonlinearModelFit [Drop [hodnoty, 1 ], AExp [B/t], {A,B}, t ]
NumberForm [ {Sqgrt [nlinmodel2 ["RSquared" 11, nlinmodel2  ["BestFitParameters"” 1,
nlinmodel2 ["ParameterErrors"” 1}, NumberPoint - "" ]

oufioa- Fi ttedModel || 252502 g~319882/t

Out[105]//NumberForm=

(0.998936, (A 2525.22, B -319.882)}, {189.667, 7.40947})

Vidime, Ze koeficient korelace je &ao mensi neZ u modelu pomoci kubického polynomu, rbhgiynot koeficient naopak
vEtSi. Nazori to ukaze i vykresleni modelu spolu s tabulkovymi hodnbtam

noel= Show[ {Plot [nlinmodel2 ["BestFit" 1, {t, 0, 100 1},
PlotStyle - {Thickness [0.005 ]}, FrameLabel - {"t/°C"," p/kPa"},
RotateLabel - False, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143},
GridLines - {Table [i, {i, 0, 110,5 }1, Table [i, {i, 0,150,10 }]}, Frame - True ],
ListPlot  [hodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Small }, PlotStyle -» {Red}1]},
PlotRange - {{0, 110 }, {0, 150 }}]

150

100
p/kPa

out[106]=

50
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Vidime, Ze v okolil00°C by bylo mozné zavislost aproximovat linearni funkci Eztatak zavislost teploty varu vody na tlaku
(Izetici, Ze k varu dochazifiblizné tehdy, kdyz vijSi atmosféricky tlak je roven tlaku sytych par). Vybenmeto hodnoty od
90°C do 108C tak, ze vezmeme poslednich 20 @apanych dvojic a potom vypustime je&t posledni. Na tuto podmozinu
pak aplikujeme of linearni regresi.

no7:= hodnoty2 = Drop [Take [hodnoty, -20], -2]
model = LinearModelFit [hodnoty2, t, t 1;
NumberForm [ {Sqrt [model ["RSquared” 11,
model ["BestFitParameters" 1, model ["ParameterErrors" 13}, NumberPoint - "." ]
ouio7= {{91, 72.8}, {92, 75.6}, {93, 78.5}, {94, 81.5}, {95, 84.5}, {96, 87.7},
{97, 90.93}, {98, 94.3}, {99, 97.8}, (100, 101.3}, {101, 105.}, {102, 108. 8},
{103, 112.7}, {104, 116.7}, {105, 120.8}, {106, 125.}, {107, 129.4}, {108, 133.9}}

Out[109]//NumberForm=

{0. 997693, {-255.602, 3.58349}, {6.07428, 0.0609653}}

npio= model ["BestFit" ]

our10= —255. 602 + 3. 58349t

Koeficient korelace = 0.997693 nalezené zavislosti je¢bpelkem uspokojivy. Nyni nalezme “obracenotl zavislost teploty
(varu vody) na tlaku, kdy pouzijeme rovnici modelu ktaesni linearni rovnice. Pro vykresleni musinfeugpdadat data
(ptehodit nezavisle a zavisle prénmou).

n11= ty = Expand [Solve [model ["BestFit" ] = p,t 1[[1, 1,2 111
prevracenehodnoty =
Partition [Riffle  [Transpose [hodnoty2 ][[2]], Transpose [hodnoty2 1[[1]1]1]1,2 ]

Show[ {Plot [t,, {p, 70, 135 3}, PlotStyle - {Thickness [0.005 1},
FrameLabel - {"p/kPa"," t,/°C"}, RotateLabel - False,
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143},
GridLines - {Table [i, {i, 70, 140, 5 }1, Table T[i, {i, 90, 110, 1 }1}, Frame - True ],

ListPlot  [prevracenehodnoty, PlotMarkers - {Automatic, Small }, PlotStyle - {Red}]1}]

oufi11)= 71. 3276 + 0. 279058 p

oupiz- {{72.8, 91}, {75.6, 92}, {78.5, 93}, (81.5, 94}, {84.5, 95}, {87.7, 96},
(90.9, 97}, (94.3, 98}, (97.8, 99}, ({101.3, 100}, {105., 101}, {108.8, 102},
(112.7, 103}, {116.7, 104}, {120.8, 105}, (125., 106}, {129.4, 107}, {133.9, 108}}

lle' T L B L L L L R L B
105

1,/°C 100 - ]

Out[113]=

95+ 8

90:\. i P S - PR S S S S
70 80 90 100 110 120 130

p/kPa

Ziskany vztah se jen malo liSi od rovnice uvedené v tabalisgd= 71.6 + 0.28p.
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4 Méfreni tihoveho zrychleni reverznim a
matematickym kyvadlem

4.1 Tihové zrychleni

Tihové zrychlen je zrychleni vol# pu$tného &lesa v gravitanim poli Zeng pasobenim tihové silfrg. Tihova silaFg je
vektorovym sottem gravit&ni silyFg a setrvané odstedivé silyFs. Plati tedy:

Fg = Fg + Fs.
Podle druhého Newtonova gravitého zakona udili gravitai silaFy télesu o hmotnostin gravitasni zrychleniag = %g Pro

velikost graviténiho zrychleniay, které udluje Zené kazdémudlesu ve vyScér nad povrchem Ze#nresp. na povrchu Zem
plati fyzikalni vztahy:

KMZ
T Ryt b
k Mz
8o = R?

K ziskani konstant ve vztazich Ize vyuzit WolframAlpha.

Hodnota gravitani konstanty je:

n141= WolframAlpha ["Newtonian gravitational constant”, IncludePods - "Value",
AppearanceElements - {"Pods" }, TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1]
Value:

6.67x 107 Nm?/kg?

Out[114]=
6.67x 1078 dyne cm?/g?
3.44% 1078 1%/(slug s?)
Hmotnost Zerd My je:
n11s:= WolframAlpha ["mass of Earth", IncludePods - "Result",
AppearanceElements - {"Pods" }, TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1]
Result:
Out[115]=
5.9721986¢ 107* kg
Polomer Zems R, je:
n16= WolframAlpha ["average equatorial radius of earth", IncludePods - "Result",
AppearanceElements - {"Pods" }, TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1]
Result:
Out[116]=

6378.13&m
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In[117]:=

Out[117]=

In[118]:=

Out[118]=

In[119]:=

out[119]=

In[120]:=

Out[120]=

Velikost gravit&niho zrychlengy se s rostouci vzdalenosti od povrchu Zemensuje, neftsi hodnotu mé na povrchu Zém

6.67 x10° x5.972 x10%

Solve [ao == , a0 ]

(6378 x 10%)°
{{a0 - 9.79212}}

Velikost gravit&niho zrychleni, které wtlije Zens télesu, které je napve vzdalenosti 800 m od povrchu Zeje:

6.67 x 10" x5.972 x 10%

Solve [a800 == , a800 ]

(6378 x 103 + 800)°
{{a800 - 9. 78966 }

Protoze se velikost sett@é odstedivé silyF méni se zergpisnou Sfkou mista na zemském povrchuénhse se ze#pisnou
Sitkou mista také velikost tihové sify. Se znghami tihoveé sily= se n&ni i velikost tihového zrychlerg. Na rovniku je vliv
setrv&né odstedivé sily nejitsi, tudiz hodnota tihového zrychleni je nejmensi. Dalelséilpavé zrychleni zstSuje snérem od
rovniku k pétim.

Pokud chceme zjistit velikost tihového zrychleniinaglomouci, vyuzijeme WolframAlpha.

WolframAlpha ["acceleration of gravity in Olomouc",
IncludePods - "GravitationalFieldStrength”, AppearanceElements - {"Pods" 1},
TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1

Gravitational field strength

for Olomouc, Czech Republic:
total field 9.81323m/s?

angular deviation from local vertical 0.00332

down component 9.81317m/s?
west component 4.3x 107% m/s?
south component 0.03255m/s?

WolframAlpha ["acceleration of gravity in Oslo",
IncludePods - "GravitationalFieldStrength”, AppearanceElements - {"Pods" 1},
TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1

Gravitational field strength for Oslo, Norway:

total field 9.825m/s?
angular deviation from local vertical 0.00292
down component 9.82496m/s?
west component 5x 1074 m/s?

south component 0.02867m/s?



In[121]:=

out[121]=

In[122]:=

Out[122]=

In[123]:=

Out[123]=

In[124]:=

out[124]=

In[125]:=

out[125]=
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WolframAlpha ["acceleration of gravity in Nairobi",
IncludePods - "GravitationalFieldStrength”, AppearanceElements - {"Pods" 1},
TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1]

Gravitational field strength for Nairobi:

total field 9.77087m/s?

angular deviation from local vertical 1.5x 1074

down component 9.77087m/s?
east component 9 107 m/s?
north component 0.00147m/s?

Z WolframAlpha vidime, Ze velikost tihového zrychleni v Olaitioje 9.8135 nag. v Oslu je velikost tihového zrychleni

9.8252 a nap. v Nairobi je 9.771;“—2.

Pro vyp@et tihového zrychlerd, Ize nap. také pouzit vztah:

m
g=9, 7803184¢1 + 0, 005278 sifig + 0, 000023462 sity) —,
S
ktery je sodasti Geodetic Reference System a Bijapv roce 1967 International Union of Geodesy and @gsips.¢ ve vztahu
je zemgpisna Sika.

Zemepisnou Sfku Olomouce Ize aft zjistit pomoci WolframAlpha.

WolframAlpha ["latitude Olomouc", IncludePods - "Result",
AppearanceElements - {"Pods" }, TimeConstraint - {30, Automatic, Automatic, Automatic }1
Result:
49.6TN

Zemepisnou §fku prevedeme ze stiif na radiany a dosadime do vztahu pro ¥gpeelikosti tihového zrychleni.

Pi
NSolve [radiany = 49.61 E radiany ]
1

{{radi any - 0. 865858} }

Solve [gOL == 9.78031846
(l +0.005278 (Sin [0.865857841914387 ])2 + 0.000023462 (Sin [0.865857841914387 ])4), gOL]

({gOL - 9.81034})

Velikost tihového zrychleni v Olomouci je 9.8?0 Tyto dva poetni vysledky pro velikost tthového zrychleni pro Olomaauj
pro prvni ti platnégislice stejné a liSi se az na pozibirté platné&islice.

Dohodou byla stanovena hodnota tzv. norméalniho tihovéhehleni g,, kterd odpovida hodnbtihového zrychleni pro 45
severni zerpisné Siky pfi hladiné mace.

Pi
NSolve [gnrad == 45 —, gnrad ]
180

{{gnrad - 0. 785398} }
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npi261= Solve [gn == 9.78031846

Out[126]=

(1+0.005278 (Sin [0.7853981633974483 1)2 +0.000023462 (Sin [0.7853981633974483 ])4), gn ]
{{gn - 9. 80619} }
Hodnota tihového zrychleny zavisi také na nadneké vySce, s rostouci nadiskou vySkou se tthové zrychleni zmenSuje.

MiaZeme ovSem dokazat, Ze v malych naghkych vyskach Ize tihové zrychleni povaZovat za kondtaNag. ve vysce asi 3
km nad zemskym povrchem klesmpouze 0 1 %o.

4.2 Matematické kyvadlo, fyzické kyvadlo a reverzni  kyvadlo

Matematické kyvadlo

In[127]:=

Out[127]=

In[128]:=

out[128]=

Matematickym kyvadlem rozumime abstraktni model mechaniclksicilatoru, kde je mal&leso hmotnostm zawSeno na
pevném viaks zanedbatelné hmotnosti a konstantni délky I.

Pi vypoitu se omezime pouze na malé vychylky, abychom mohli kblow kterém se kulka pohybuje, povazovat za dka.
Pro vychylkua < 5° plati, Ze vyraz simje piblizné roven Uhlux vyjadcenému v radianech (sin @).

Nap:. proa = 5 plati:

Pi
NSolve [Asa =5 —, A5a]
180

({A5a > 0. 0872665} }

Pi
NSolve [A5b = Sin [5 —] A5b]
180
{({A5b - 0. 0871557} }

Pricinou kmitavého pohybu matematického kyvadla je Bil&tera je vyslednici tihové silyg a tahové silyF/, kterou fisobi
vldkno z&¥su na &leso. SilaF pasobi ve srru proti vychylce kuktkky (koncového bodu zésu kyvadla) a snazi se ji vrétit do
rovnovazné polohy.

Hodnotu periody kmitu matematického kyvadla o délcemiséného v tihovém poli Ze#no tihovém zrychleng s posateni

vychylkou mensi nez°5miZeme vypoitat podle nasledujiciho vztahly =27 | g .
Ze vztahu vidime, Ze perioda kmitani matematického kyvadiavwisd na hmotnostglesa ani na vychylce z rovnovazné polohy.

4721
T2

Pro tihové zrychlerg plati tedy vztahg =

Model matematického kyvadla.

Ackoliv se ve ¥tSing (sttedoSkolskych) &ebnic zdiraziuje, Ze vychylka matematického kyvadla nestiekpit 5°, aby platil
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vztahTo =27 | é , lze @i experimentech matematické kyvadlo vychylit o vice eA/Ztah pro periodu kmit matematického
kyvadla pro vychylky ¥tSi nez 5 je:

) e 225  «
T=2n | — |1+—sin? —+ —sin* — + sin® —
g 4 2 64 2 2304

L [ 1 a 9
Pro vykmit nap. 17 je podle tohoto vztahu perioda matematického kyvadla

Pi
29/ NSolve [A1o = 10 s Alo]

ou1z9)= {{A10 — 0. 1745331}

in130;:= NSolve [

T To (1+%(Sin [m]]z . 9 (Sin [0.174533 ]]4+ 225 (Sin [0.174533 ]]6]’1_]

2 64 2304

oufiz0)= {{T - 1.00191TO0}}

Vidime, Ze pro periodu matematického kyvadlaT, plati T =1, 00191T,. Jestlize pro vychylku EOpouzijeme klasicky

fedod Y _ [ mi - | L lain2e, 2 sinte 225 g6 &
sttedoSkolsky vztahTy = 2 7 5 misto vztahuT = 2 . (1+4S|n >t ez Sin® 5+ oorsin 2+...)

dopoustime se chyby pouze 0,2 %.

Rozdil mezi vypétenou periodou matematického kyvadla pomaciito dvou vztah pro p&éateni vychylku v intervalu <@,90
°> je zobrazen na grafu nize.

2n

100 ¢ (2n) 1 2 X
( ] Sin [—] , {X, 0 Degree, 90 Degree  }, AxesOrigin - {0,113},
2

in131)= Plot [Z

(2"n1)?

T
Ticks - {{10°,20 °,30 °,40 °,50 °, 60 °, 70 ° 80 °, 90 °}}, AxesLabel - {"°C’ —},
To

PlotStyle - {Red, Thick }, GridLines -» {{30°,60 ° 90 °}, {1.017,1.073,1.18 }3,
GridLinesStyle - {{Dashed}, {Dashed }}]

Out[131]=

Fyzické kyvadlo

Za reélné kyvadlo povaZzujeme fyzické kyvadlo. Fyzick&ak§jo je libovolné tuhééteso za¥Sené nad svymeiStm, které
vykonavéa kmity kolem rovnovazné polohy jako matematickédio. Pro vypdet periody kyvu plati vztah:
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kdem je hmotnostdlesa,J moment setrvnosti tuhéhodesa vzhledem kEisti aa je vzdalenosteZist kyvadla od osy oténi.
Matematické kyvadlo je opravdu jen specidlniifippdem fyzického kyvadla, kdy kmitd hmotny bod o hmotnastive
vzdalenostL od osy otéeni. Jeho moment setdreosti je J = m L2,

T=2n |0 —T=2r %,
mgL g

Reverzni kyvadlo

Henry Kater, britsky fyzik, vynalezl reverzni kyvadlo preteni lokalniho tihového zrychleni. Reverzni kyvadlo je zalozZea
definici redukované délky fyzického kyvadla. Redukoveaky fyzického kyvadla je takova délka matematického kiayadly
perioda kmitu matematického kyvadla, o redukované déldekBfzo kyvadla, ma stejnou periodu jako fyzické kyvadioo
fyzické kyvadlo existuji pr&vdwé rizné vzdalenosti osy aténi od €zist (a1, ap), pro které plati, Ze perioda kmitani je stejna.
Soutem &chto vzdalenosti dostaneme préaedukovanou délku fyzického kyvadla.
Aby bylo reverzni kyvadlo pouzitelné na vSech mistech&enle, sklada se reverzni kyvadlo z ocelow&tye déma pevnymi
hroty a dalSi satasti reverzniho kyvadla je posuvné zavazi na jednameikgie. Posunem tohoto zavazi, Ize zkréatit, nebo
prodlouzit periody kmitani reverzniho kyvadla. Cilensiemi je, najit spravnou polohu posuvného zavazi, abgdze kmitani
kolem obou os ot@ni byla stejnd. Timto nastavenim se z fyzického kyvadle stéverzni kyvadlo. Po zji8ti periody
reverzniho kyvadla fiZzeme k vypétu tihového zrychleni pouzit vztah pro v¥pbtihového zrychleni matematického kyvadla
vztah:

T24 72

O

kdeT je perioda kmitani reverzniho kyvadlal ge redukovana délka fyzického kyvadla, ktera je rovrdélenosti mezi osami
ot&eni.

Reverzni kyvadlo.

4.3 Postup m éreni tihového zrychleni reverznim kyvadlem a

zpracovani vysledk

Postup méreni:

1. Zmette 10 krat vzdalenostribi na kyvadle I(). Nastavte zavazi na nejkratSi vzdalenosti iditi.biZmeite vzdalenost zavazi od
konce tye (vzdalenost zridme a). Zawste kyvadlo tak, Ze zavazi je pod osowetd Nastavte né&tati méieni 1 periody.

2. Vychylte kyvadlo z rovnovazné polohy o niérez 5 a zneite periodul; 10 krét.
3. Nyni kyvadlo otéte a zndite perioduT, pfi zawSeni na druhémitu. Zmeite periodu opt 10 krat.

4. Postite zavazi o cca 1 cm odiito a ot zmeite vzdalenosa a periodyT; a T,. Tento proces opakujte do doby az peridga
bude menSi nez perioda. Poté zavaZzi poste jeSt 2x.
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5. Sestavte graf zavislosti vzdalenosti zavazi na periotidelT, a z grafu zjistte vzdalenost a0, pro které budou periddya
T, rovny.

6. Nastavte tuto vzdalenost na kyvadle &izenogit 10 krat periodyl; aT,.

7. Vypctitejte tihové zrychleni a chybugteni.

Vysledky méfeni:

1. Zmefili jsme 10 krat délku mezi dwa Kity L.

npszp= delkal = {1.146, 1.146, 1.145, 1.145, 1.145, 1.145, 1.146, 1.145, 1.1 45, 1.146 }

ouiszl= {1.146, 1.146, 1.145, 1.145, 1.145, 1.145, 1.146, 1.145, 1.145, 1.146}
2. Nastavili jsme vzdalenost zavagi a zn#fili 10 krat dobu kyvul; pro polohu zéavazi uitiu a poté periodu kmitd,, kdy
zavazi je na vzdalejsi strart od osy otéeni. Postuptijsme dale rili periody kmiti kyvadla pro dalSi polohy zavazi.

Data z naseho &eni jsou v souboru DATA, které jsme do progradathematicamportovali z vytvéeného textového souboru.
Data jsou s@zena v nasledujicich tabulkach:

nss= a = {12.65, 11.885, 10.56, 9.10, 8.14, 6.96 }
oufizz= {12.65, 11.885, 10.56, 9.1, 8.14, 6. 96}

np134)= SetDirectory [NotebookDirectory [11
outza= C: \ User s\ 20022969\ Deskt op\ 2_Fyzi ka

nss= DATA= Import ["DATA.txt", "Data" ]
ouizsl= {{2. 12742, 2.13264, 2.13879, 2.15192, 2. 15896,
2.16754, 2.05674, 2.07752, 2.12325, 2.17541, 2.20518, 2. 25955},
{2.12746, 2.13267, 2.13941, 2.15225, 2.15899, 2. 16755, 2. 05674, 2. 0776,
2.12325, 2.17545, 2.20579, 2.25956}, {2.12757, 2.13267, 2.13943, 2.15225,
2.15909, 2.16756, 2.05675, 2. 07761, 2.12335, 2. 17546, 2.20627, 2. 25964},
{2. 12758, 2.13268, 2.13944, 2.15226, 2.15911, 2.16757, 2.05677, 2.07767,
2.12336, 2.17551, 2.20664, 2.25966}, {2.12758, 2.1327, 2.13952, 2.15229,
2.15912, 2.16759, 2.05677, 2.07783, 2.12336, 2.17551, 2.20724, 2.2597},
{2. 12759, 2.13274, 2.13953, 2.15231, 2.15912, 2.16759, 2.05678, 2.078,
2.12339, 2.17553, 2.20744, 2.25976}, {2.12759, 2.13274, 2.1396, 2. 15232,
2.15914, 2.16761, 2.05678, 2.07802, 2.1234, 2.17553, 2.20776, 2. 25978},
{2. 12759, 2.13274, 2.13961, 2.15236, 2.15918, 2.16773, 2.05681, 2. 07804,
2.12344, 2.17553, 2.20804, 2.25982}, {2.1276, 2.13275, 2.13965, 2. 15238,

2.1592, 2.16775, 2.05682, 2.07809, 2.1235, 2.17556, 2.20844, 2.25985},

{2. 12763, 2.13275, 2.13966, 2.1524, 2.15921, 2.16779, 2.05684, 2.07813,
2.12351, 2.17558, 2.20865, 2.25989}, {2.12763, 2.13278, 2.13967, 2.15244,
2.15921, 2.16782, 2.05684, 2.07824, 2.12352, 2.17559, 2.20915, 2.26002},

{2.12764, 2.13278, 2.13971, 2.15246, 2.15926, 2.16784, 2.05685, 2. 07839,
2.12357, 2.1756, 2.20919, 2.26008}, {2.12766, 2.13279, 2.1398, 2.15248,
2.15926, 2.16784, 2.05686, 2.0784, 2.12357, 2.17569, 2.20948, 2. 26011},

{2.12766, 2.1328, 2.13989, 2.15262, 2.15929, 2.16786, 2. 05687, 2.07842,
2.12358, 2.17572, 2.20972, 2.2602}, {2.12767, 2.13281, 2.14006, 2. 15266,
2.15931, 2.16796, 2.05688, 2.07852, 2.1236, 2.17575, 2.20989, 2.25716}}

n136)= Dimensions [DATA]
ouizel= {15, 12}
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nua7= Tlal = Table [DATA[[i, 1 11, {i, 15 }I;
Tla2 = Table [DATA[[i, 2 11, {i,15 }1;
Tla3 = Table [DATA[[i,3 11, {i,15 }1;
Tla4 = Table [DATA[[i, 4 11, {i,15 }I;
Tla5 = Table [DATA[[,5 11, {i,15 }I;
T1a6 = Table [DATA[[i, 6 11, {i,15 }1;
T2al = Table [DATA[[i, 7 1], {i, 15 }7I;
T2a2 = Table [DATA[[i, 8 1], {i, 15 }1I;
T2a3 = Table [DATA[[i,9 11, {i,15 }1;
T2a4 = Table [DATA[[i, 10 11, {i, 15 }1;
T2a5 = Table [DATA[[i, 11 11, {i, 15 }1;
T2a6 = Table [DATA[[i, 12 11, {i, 15 }1;

nao- T1 = {Tlal, Tla2, Tla3, Tlad, T1a5, Tla6 }

oufa9= {{2.12742, 12746, 2.12757, 2.12758, 2.12758, 2.12759, 2.12759,

2.
2.12759, 2.1276, 2.12763, 2.12763, 2.12764, 2.12766, 2. 12766, 2.12767},
{2. 13264, 2.13267, 2.13267, 2.13268, 2.1327, 2.13274, 2.13274, 2.13274,
2.13275, 2.13275, 2.13278, 2.13278, 2.13279, 2.1328, 2.13281},
{2. 13879, 2.13941, 2.13943, 2.13944, 2.13952, 2.13953, 2.1396, 2.13961,
2.13965, 2.13966, 2.13967, 2.13971, 2.1398, 2.13989, 2.14006},
{2. 15192, 2.15225, 2.15225, 2.15226, 2.15229, 2.15231, 2.15232, 2. 15236,
2.15238, 2.1524, 2.15244, 2.15246, 2.15248, 2.15262, 2.15266},
{2. 15896, 2.15899, 2.15909, 2.15911, 2.15912, 2.15912, 2.15914, 2.15918,

2.1592, 2.15921, 2.15921, 2.15926, 2.15926, 2.15929, 2.15931},
{2. 16754, 2.16755, 2.16756, 2.16757, 2.16759, 2.16759, 2.16761, 2.16773,
2.16775, 2.16779, 2.16782, 2.16784, 2.16784, 2.16786, 2. 16796} }

npso= T2 = {T2al, T2a2, T2a3, T2a4, T2ab, T2a6 }

oufisol= {{2. 05674, 2.05674, 2.05675, 2. 05677, 2. 05677, 2.05678, 2.05678,
2.05681, 2.05682, 2.05684, 2.05684, 2.05685, 2.05686, 2. 05687, 2.05688},
{2.07752, 2.0776, 2.07761, 2.07767, 2.07783, 2.078, 2.07802, 2. 07804,
2.07809, 2.07813, 2.07824, 2.07839, 2.0784, 2.07842, 2.07852},
{2. 12325, 2.12325, 2.12335, 2.12336, 2. 12336, 2.12339, 2.1234, 2. 12344,
2.1235, 2.12351, 2.12352, 2.12357, 2.12357, 2.12358, 2.1236},
{2.17541, 2.17545, 2.17546, 2.17551, 2.17551, 2.17553, 2.17553, 2. 17553,
2.17556, 2.17558, 2.17559, 2.1756, 2.17569, 2.17572, 2.17575},
{2. 20518, 2.20579, 2.20627, 2.20664, 2.20724, 2.20744, 2.20776, 2. 20804,
2.20844, 2.20865, 2.20915, 2.20919, 2.20948, 2.20972, 2.20989},
{2. 25955, 2.25956, 2.25964, 2.25966, 2.2597, 2.25976, 2.25978, 2.25982,
2. 25985, 2.25989, 2.26002, 2.26008, 2.26011, 2.2602, 2.25716}}
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npsi= Grid [Transpose [{{"'mé&%eni Ti [s]1",1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 },

{"a = 12.65 cm", 2.127417, 2.127463, 2.127574, 2.127582,
2.127582, 2.127586, 2.127594, 2.127594, 2.127601, 2.1276 27,
2.127629, 2.12764, 2.127662, 2.127664, 2.127667 },

{"a = 11.885 cm", 2.132639", 2.132665", 2.132667", 2.132677",
2.132703°, 2.132737", 2.132739°, 2.132744", 2.132747", 2 .132751",
2.132782°, 2.132783", 2.13279°, 2.132801", 2.132809" },

{"a = 10.56 cm", 2.138794", 2.139408", 2.139429", 2.139439",
2.139518", 2.139533", 2.139597", 2.139605", 2.139649", 2 .139655",
2.139665°, 2.139711", 2.139799", 2.139889", 2.140059" },

{"a = 9.10 cm", 2.151919", 2.152245", 2.152251", 2.152259",
2.152285°, 2.152309°, 2.152319°, 2.152361", 2.152383", 2 .152398",
2.152442°, 2.152459", 2.152476", 2.152621", 2.152659" },

{"a = 8.14 cm", 2.158958", 2.158991", 2.159089", 2.159106",
2.159122°, 2.159123", 2.159135", 2.159184", 2.159202", 2 .159211",
2.159214°, 2.159255", 2.15926°, 2.159293", 2.159305" },

{"a = 6.96 cm", 2.167535", 2.167551", 2.16756", 2.167569", 2.16 7586°,
2.167593", 2.167609°, 2.167725", 2.167749", 2.167794",
2.167818", 2.167835", 2.167841°, 2.167864", 2.167956" }

}1, Alignment - Left, Spacings - {2,1}, Frame - All, ltemStyle - "Text",
Background - {{Gray, None }, {LightGray, None }}]

mereniTy [s] a=12.65cm a=11.885cm | a=10.56cm a=9.10cm | a=814cm | a=6.96cm
2.12742 2.13264 2.13879 2.15192 2.15896 2.16754
2.12746 2.13267 2.13941 2.15225 2.15899 2.16755
2.12757 2.13267 2.13943 2.15225 2.15909 2.16756
2.12758 2.13268 2.13944 2.15226 2.15911 2.16757
2.12758 2.1327 2.13952 2.15229 2.15912 2.16759
2.12759 2.13274 2.13953 2.15231 2.15912 2.16759
2.12759 2.13274 2.1396 2.15232 2.15914 2.16761
e 2.12759 2.13274 2.13961 2.15236 2.15918 2.16773
2.1276 2.13275 2.13965 2.15238 2.1592 2.16775
2.12763 2.13275 2.13966 2.1524 2.15921 2.16779
2.12763 2.13278 2.13967 2.15244 2.15921 2.16782
2.12764 2.13278 2.13971 2.15246 2.15926 2.16784
2.12766 2.13279 2.1398 2.15248 2.15926 2.16784
2.12766 2.1328 2.13989 2.15262 2.15929 2.16786
2.12767 2.13281 2.14006 2.15266 2.15931 2.16796
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nps2p= Grid [Transpose [ {{"'mé&zeni

a =

2.056773", 2.056776°, 2.05678", 2.056814", 2.056815", 2.
2.056842", 2.056846°, 2.056855", 2.05687", 2.056878"

"a =

2.077832°, 2.077997", 2.078016", 2.078042", 2.078085", 2
2.078241°, 2.078391", 2.078398", 2.07842", 2.078519

{"a =

10.56 cm", 2.123248", 2.123253", 2.123353", 2.12336",

2.1233647, 2.123393", 2.1234", 2.123444", 2.1235", 2.123
2.123518", 2.123569", 2.123571", 2.123577", 2.123595

"a =

9.10 cm", 2.175406°, 2.175447", 2.175464", 2.175506",

2.175508", 2.175528", 2.175528", 2.175531", 2.175559", 2
2.175591°, 2.175604", 2.175685", 2.175724", 2.17575"

a =

8.14 cm", 2.205181", 2.205791", 2.206268", 2.206644",

2.207238°, 2.207438", 2.207756°, 2.208043", 2.208435", 2
2.209151°, 2.209187", 2.209479°, 2.209724", 2.209885"

ta =

6.96 cm", 2.259553, 2.259557", 2.259638", 2.259658",

2.259695°, 2.259758", 2.259778", 2.259816°, 2.259853", 2
2.260024°, 2.260076°, 2.260114", 2.260199", 2.257163"

T, [s]" 1, 2, 3, 4,5, 6,7 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15
12.65 cm", 2.05674", 2.056742", 2.056749", 2.05677",

05684",

1

11.885 cm", 2.077518", 2.077601", 2.077612", 2.077674",

.078129’,

505,

.175576",

.208649’,

h

.259886",

}

}1, Alignment - Left, Spacings - {2,1 3}, Frame - All, ltemStyle - "Text",
Background - {{Gray, None }, {LightGray, None }}]
meteniT, [s] a=12.65cm a=11.885cm | a=10.56cm a=9.10cm | a=814cm | a=6.96cm
2.05674 2.07752 2.12325 2.17541 2.20518 2.25955
2.05674 2.0776 2.12325 2.17545 2.20579 2.25956
2.05675 2.07761 2.12335 2.17546 2.20627 2.25964
2.05677 2.07767 2.12336 2.17551 2.20664 2.25966
2.05677 2.07783 2.12336 2.17551 2.20724 2.2597
2.05678 2.078 2.12339 2.17553 2.20744 2.25976
2.05678 2.07802 2.1234 2.17553 2.20776 2.25978
. 2.05681 2.07804 2.12344 2.17553 2.20804 2.25982
2.05682 2.07809 2.1235 2.17556 2.20844 2.25985
2.05684 2.07813 2.12351 2.17558 2.20865 2.25989
2.05684 2.07824 2.12352 2.17559 2.20915 2.26002
2.05685 2.07839 2.12357 2.1756 2.20919 2.26008
2.05686 2.0784 2.12357 2.17569 2.20948 2.26011
2.05687 2.07842 2.12358 2.17572 2.20972 2.2602
2.05688 2.07852 2.1236 2.17575 2.20989 2.25716

Ze ziskanych dat vygitdme aritmetické fimery, které pouzijeme pro vypist vzdalenosta.
in1s3:= AritmPrumT1

oufiss= {2.12759, 2.13274, 2.13958, 2.15236, 2.15916, 2. 16771}

in1s4:= AritmPrumT2

oufisa= {2. 05681, 2.07803, 2.12344, 2.17556, 2.20792, 2.25965}

= {Mean[Tlal], Mean [T1la2], Mean [T1a3], Mean [T1la4], Mean [T1a5], Mean [T1a6]}

= {Mean[T2al], Mean [T2a2], Mean [T2a3], Mean [T2a4], Mean [T2a5], Mean [T2a6]}
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npssi= Grid [Transpose [ {{"vzdalenost zavazi", "12.65 cm", "11.885 cm", "10.56 cm",
"9.1 cm", "8.14 cm", "6.96 cm" }, {"Ty [s]", 2.1275, 2.1327355999999997",
2.1395833333333334", 2.152359066666667", 2.1591632", 2 .167705666666667" },
{"T, [Ss]", 2.056806", 2.0780316666666665", 2.1234433333333333" ,
2.1755604666666666°, 2.2079245999999997", 2.2596512" 31,
Alignment - Left, Spacings - {2,1}, Frame - All, ltemStyle - "Text",
Background - {{Gray, None }, {LightGray, None }}]

vzdalenost zavazi| T [s] T, [9]

2.1275 2.05681

2.13274 2.07803

2.13958 2.12344

Out[155]=

2.15236 2.17556

2.15916 2.20792

2.16771 2.25965

Nyni sestavime graf zavislosti vzdalenosti zavazi na psioll aT, a vypd@teme vzdalenos.

nissi- DGl= {{6.96, 2.16771 }, {8.14,2.15916 }, {9.1, 2.15236 },
{1056, 2.13958 }, {11.885, 2.13274 }, {12.65, 2.12759 }};

nps7= DG2= {{6.96, 2.25965 '}, {8.14,2.20792 '}, {9.1, 2.17556 1},
{10.56, 2.12344 3}, {11.885, 2.07803 '}, {12.65, 2.05681 }};

inss= ListLinePlot [{DG1, DGZ2}, PlotRange - {{6.9,12.7 }, {2.05,2.27 }},
PlotStyle - {{Blue, Thick }, {Black, Thick }},

FramelLabel - { "vzdalenost [cm]", "perioda [s1"},

PlotLabel - Style ["Graf zavislosti vzdalenosti na period &", FontSize - 121,
LabelStyle - Directive [12, Bold 1], ImageSize - 450, PlotLegends - {("T", " T3,
Frame - True, GridLines - Automatic, GridLinesStyle - Dashed ]

Graf zavislosti vzdalenosti na period &
e e T A

2.25

2.20

out[158]=

N
=
(¢

perioda [s]

2.10

2.05

vzdalenost [cm]

Priseiik kiivek mizeme z grafu u¢it jednoduSe. Graf si £8ime. Po kliknuti (pravym tidtkem) do grafu zvolime moznost
Get Coordinates a odéteme sotadnice plseiku kiivek.

npsor= a0T = {{9.963, 2.145 }};

V posledni¢asti neéfeni nastavime vygtenou polohu zavazi na reverznim kyvadle&ime periodu pohybu pro tuto vzdalenost,
opst pro dw osy oté&eni. Pro vypoet tihového zrychleni pouzijeme aritmetickyiper periody Ty aTo.
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npeol= T1la0 = {2.147, 2.141, 2.142, 2.147, 2.138, 2.154, 2.138, 2.143, 2.1 50, 2.150 };
npei= T2a0 = {2.141, 2.150, 2.144, 2.140, 2.144, 2.144, 2.159, 2.147, 2.1 47,2.150 };

nezi= L = Mean[delkaL ]
ouiez= 1. 1454

3= AritmPrumTla0 = Mean[T1a0]
AritmPrumT2a0 = Mean[T2a0]

ouie3= 2. 145

oufi64= 2. 1466

AritmPrumT1a0 + AritmPrumT2a0
2

In[165]:= =

ou165= 2. 1458

472C
in[166:= g = 2
(T

ouieel= 9. 82061

V posledni¢asti nefeni je vypdéitdna chyba gieni. Tihové zrychleni je fuknci dvouétanych veléin; periody a délky:
g=g9(L M.

Chybu ngfeni velkin L, T; aT, vypositame jako standardni kvadratickou odchylku rozptylusirli

n671= oL = MeanDeviation [delkalL ]/ V10 ;

oT1l = MeanDeviation [T1la0] / V10 ;
oT2 = MeanDeviation [T2a0] / V10 ;
oT2 + 0Tl
n[7op= ol = T;

20T

Chybu ngteni vyp&itame podle vztahwg = g ( )2 + (?

l_\‘P.

2
) a chybu mifeni veltin L, T; a T, vypositame jako

standardni kvadratickou odchylku rozptylu wigly.

olLy2 (20T)\?
ni7i= og = G (—) + [ ]
C T

oui7i= 0. 0125144

n[172)= gravityAcceleration = (% oQ)

oui7zl= 9. 82061 + 0. 0125144

Relativni chyba v procentech je:

0.012514366985729261"
In[173]:= 100
9.820609300693011°

our73= 0. 12743

Zavér méreni a diskuze:

Ukolem reteni bylo stanovit hodnotu tihového zrychleni pomoci rebe kyvadla v Olomouci (poloha: 49®&&verni
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zentpisné Sky, 213 meth nad mdem). NaSe vysledna hodnota tihového zrychleng je (9.82 + 0.01) 3 F¥i srovnani s

hodnotou ze serveru WolframAlplga= 9.812 Ize mefeni povaZovat zafpsné. Relativni chybadieni je 0,13 %.
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5 Klasicka mechanika

5.1 Skladani kmit G

Klasicka mechanika nabizi celdadu zajimavych probléim Zejména ve spojeni i@Senim pohybovych rovnic. Vykresleme
harmonicky signal odpovidajici komornimu a, tj. frekvenei 440 Hz, amplitudu volme jednotkovou.

np7ap= f1 = 440;
Style [Plot [Sin [2xf1t], {t, 0,001 1},
PlotStyle - {Thickness [0.006 ]}, FrameLabel - {"t /s","™ }, Frame - True,

BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14311, NumberPoint - "" ]

NN
AR

0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 o,oio
t/s

Pokud to instalace progranMathematicave VaSem pdéitati umoziuje, miZete si signdl i fehrat gikazemPlay , v naSem
piipads volime délku zvuku 2 s.

np7el= Play [Sin [2xft], {t,0,2 3}, SampleRate - 16000 ]

o _

[»][=] 2s 16000 Hz

Nyni slozime signal se signalem s dvojnasobnou frekvenci.



Software Mathematica pro fyziky.nb | 37

n771= signall = Sin [2xf1t] +Sin [27x2f1t];
Style [Plot [signall, {t, 0, 0.01 3}, PlotStyle - {Thickness [0.006 1},
FrameLabel - {"t /s", ™ }, Frame - True, Filling - AXis,
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}]1, NumberPoint - "" ]

a0 AL
~ETTTT

0000 0,002 0004 0006 0008 0,010
t/s

Kmitd mizeme skladat i vice napefinovanim vhodné tabulky aésenim jejich prvk prtikazemTotal .

ni7op= signal2 = Total [Table [Sin [2xnft]/n, {n,2,24,2 1}]11;
Style [Plot [signal2, {t, 0, .01 3}, PlotStyle - {Thickness [0.006 1]},
FrameLabel - {"t /s", ™ }, Frame - True, Filling - AXis,
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}]1, NumberPoint - "" ]

0.5 1

0,0 j
out[180]= [ \j

0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010
t/s

SloZenim kmit blizké frekvence vznikaji razy.

ne1= signal3 = Sin [2xf1t] +Sin [2x (f1+10) t];
Style [Plot [signal3, {t, 0,1 1}, PlotStyle - {Thickness [0.006 1},
FrameLabel - {"t /s", ™ }, Frame - True, Filling - Axis, Axes - {True, False 1},
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}]1, NumberPoint - "" ]
0

out[182]=

0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0
t/s
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niss= Play [signal3, {t, 0, 10 }, SampleRate - 16000 ]

o m

[»][=] 10s | 16000 Hz

Data ziskana skladanim jsou pwng vdééna na zkoumani Fourierovy analyzy — vime totiziddp, jaky vysledek bychomaetn
otekavat. Omezime se na vzorky s trvanim 0,1 s. Nejpryenerujeme datové vzorky.

nsal= caskrok = 0.0001;
datal = Table [N[signall 7], ({t, 0, 0.1, caskrok }1;
data2 = Table [N[signal2 7], ({t, 0, 0.1, caskrok /2411;

Nyni pouzijeme fikazFourier  a vykreslime frekvemi spektrum.

npe7)= ffts = Fourier [datal ];
len = Length [datal ] /2;
fre@ = 0.5 =1/ caskrok = Range[len ] /len;
power = (Abs[ffts ]172)[[Range[2,len +1]]1;

npo1:= ListPlot  [Transpose [{freq, power }], Joined - True,
PlotStyle - {Thickness [0.006 ]}, PlotRange - {{0.5f 1,25f 13}, All 1},

FrameLabel - {"f /Hz","™ 3}, PlotLabel - "Frekven é&ni spektrum®,
GridLines - {{f1,2f 1}, Automatic }, Frame - True, Axes - False,
FrameTicks - {Automatic, None 1}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 141}]

Frekvenéni spektrum

Out[191]=

i

400 600 800 1000
f/Hz

Polohu maxima v ziskanych datecbzeme najit nap pomoci pikazuMax.

In[1921= Maxpos = Position [power, Max [power ]]
fm="freq [[maxpos[[1,111]];
nameAndValue [f, 1]

outnoz= {{44}}

f =440, 0

Vidime, Ze maximum odpovidajici frekvenci 440 Hz je Simaatici na 44. pozici, v rozmezi 50.—100. pozidZeme dekavat
polohu 2. maxima.

In[195)= Maxpos2 = Position [power, Max [power [ [Round[50] ;; Round [10011111;
fme=freq [[maxpos2[[1,1]11];
nameAndValue [f o 1]

f =879, 0



In[198]:=

In[202]:=

Out[202]=
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ffts = Fourier [data2 ];

len = Length [data2 ] / 2;

fre@ = 0.5 x24 /caskrok = Rangef[len ] /len;
power = (Abs[ffts 172)[[Range[2,len +1]1]11;

ListPlot  [Transpose [({freq, power }1, Joined - True,
PlotStyle - {Thickness [0.006 ]}, PlotRange - {{f1,24f 13}, {0, 200 }},

FramelLabel - {"f /Hz","™ 3}, PlotLabel - "Frekven é&ni spektrum®,
GridLines - {Table [if 1, {i,2,24,2 }], Automatic }, Frame - True, Axes - False,
FrameTicks - {Automatic, None 1}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 141}]

Frekvenéni spektrum

I.lllll

2000 4000 6000 8000 10000
f/Hz

5.2 Keplerova uloha

Keplerova Uloha o pohybilésa v centralnim silovém poli patke klasickym problédm mechaniky a umaiije zavést i
pochopit vyznam zavedeni efektivniho potencialu. Préav tento pojem a nikoli ngeSeni samotné pohybové rovnice se zde
zanmtime. Ri vypoctech pouzijeme — jak jetipteSeni obvyklé — polarnich s@aanic a rovnic kuZelogek v polarnich saiad-
nicich. Pomoci efektivniho potencialu Ize ukazat, Ze charaidpktorie pi zadaném momentu hybodti zavisi na celkové
mechanické energiidsticeE,; pro vazané trajektorie (kruznice, elipsa)ge< 0, pro nevazang, = 0 (parabola) nebg, > 0
(hyperbola). Pohybéstice je mozna pouze v oblasti, kHg = Ug.
Nejprve vykresleme vazanou eliptickou trajektorii. Pro jetirahost poloZzime hmotnost pohybujici se testovasticem a
gravitani konstantuG rovnu jedné, nehiccilem je pouze kvalitativni popis pohybu dilmthu efektivniho potencialu.

2
Uet = 55 — -
Ze zadanych hodnot energie a momentu hybnostidigpeeciselnou vystednost drahy, vzdalenost v perihelit, (pokud podle
tradice uvazujeme pohyb v gravitdm poli Slunce) a vzdalenost afeligl V naSich zjednoduSenych jednotkach pak mé rovnice
kuzeloseky v polarnich sotadnicich tvar:

LZ

= Trecose)”

Smer ¢ = 0 odpovida periheliu. K vykresleni trajektorie proto penie gikaz ParametricPlot3D . Pohybgéastice na pozadi
vykresleného efektivniho potenciélu podél kuzelkgemizeme interaktivé vykreslit pomoci fikazu Manipulate , osuz
omezime pomoci zji&i minimalni hodnoty efektivniho potencialdilpzem FindMinimum . V obrazku jsou také wetnuty
kruznice odpovidajici vzdalenostem v periheliu a afeliu, ktese skutina elipticka trajektorie dotyka vzdy v jednom bod
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nrzo3r= L = 1.8;
En = -.07;
eps = Sqrt [L+2+*En«L"27]; Print ["e=", NumberForm [eps, {3, 3 }, NumberPoint -"" 1]
rp = L"2 / (1 +eps); nameAndValue [rp, 2 ]
ra = L"2 7/ (1-eps); nameAndValue [r,, 1]
M= (L"2/2/rp"2 -En) =ryp;
FindMinimum [L"Z /2/1h2 —M/T, {r, r p}]
minimumU = %[[1]] ;
kresbal =
ParametricPlot3D [{{L"Z / (1 +eps »Cos[u]) »Cos[u],L*2 / (1+eps xCos[u]) *Sin [u], En },
{ro*Cos[ul,r p*Sin [u]l,En}, {ra*Cos[ul,r a=Sin [u], En}},
{u, 0,2 =«x}, Boxed - False, Axes - False, PlotRange - {All, All, All },
PlotStyle - {{Thickness [0.0075 1},
{Red, Dashed, Thickness [0.005 1}, {Red, Dashed, Thickness [0.005 ]}}];
kresba2 = Plot3D [L"2 /2 / (X2 +y"2) -M/ Sqart [X"2 +y"2 ], {X, -1.1 %r,, 1.1 =%r,},
{y, -1.1 »r4, 1.1 =*r,}, Boxed - False, Axes - False, Ticks - None];
grafUa [t _] = Plot [{En, Lr2 s2/r"2 -M/r}, {r,0,13 * I 4}, Filling - AXis,
FrameTicks - {{None, None }}, AxesLabel - {"r"," Ugx"},
Ticks - {{{rp." rp"}, {ra," ra"}}, {{En,"E n" 31},
Epilog - {Dashed, PointSize  [0.02 ], {Line [{{rp, —1}, {rp, En }}]
Line [{{ra, -1}, {ra,En}}1, Point [{L"2 / (1+eps »Cos[t]), En}1}},
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14}];

€=0, 739
ro=1, 86
ra=12, 4
ou209)= {-0.154321, {r - 3.24}}

nz14}= Manipulate [
GraphicsRow [ {Show [ {kresba2, kresbal, Graphics3D [ {Green, PointSize [0.03 ], Point [
{L"2 / (L +eps *Cos[t]) *xCos[t],L"2 / (L+eps »xCos[t]) »Sin [t], En}]1}1}1,
grafUa [t]1}, ImageSize - 500], {t,0,2 %, x/120}]

Out[214]=

V piipact nevazané parabolické trajektorie je afelium v nekongvykreslené hodnoty pol@mu proto omezime seshora podle
uvazeni. Zde uz se spokojime pouze s vykreslerfipagnou animacifenechavametenéi.
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nz1si= Enl = 0;
epsl = Sqgrt [1+2En1L"27]; Print ["e=", NumberForm [epsl, {3,3 }, NumberPoint -"" 1]

rpp = L2 / (1+epsl); nameAndValue [rp, 2 |
ML= (L"2/2/rpu"2 -Enl)rp;
FindMinimum [LA2 /2 /172 =M/t {r,1 p}]
minimumUl = %[[1]];
e=1, 000
rpi=1, 62

ouz19= {-0.154321, {r - 3.24}}

ne21= kresballa =
ParametricPlot3D [{L"2 / (1 +epslCos [u]) Cos[u], L2 / (1 +epslCos [u]) Sin [u], Enl },
{u, -5x/6,5 n/6}, Boxed - False, Axes - False, PlotStyle - {Thickness [0.0075 1}1;
kresballb = ParametricPlot3D [{rpl Cos[ul, r p Sin [u], Enl } {u,0,2 3},
Boxed - False, Axes - False, PlotStyle - {Red, Dashed, Thickness [0.005 ]}];
kresba2l = Plot3D [L"2 12/ (X2 +y"2) - M1/ Sqrt [x"2 +yr21], {x, -10r 1, 37 pl},
{y, -8rp,8r pl}, Boxed - False, Axes - False, Ticks - None, BoxRatios - {1, 1, 1.5 }];
grafUl = Plot [{Enl, LA2 /27122 =M/r}, {r, 0,5r pl}, Filling - Axis,
FrameTicks - {{None, None }}, AxesLabel - {"r","U "}, Ticks -
{{{rpl, o }} {{En1, "E ," }}}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize > 14},
PlotStyle - {{Thickness [0.005 1}, {Thickness [0.002 ]}}];

neesi= GraphicsRow [ {Show[ {kresba2l, kresballb, kresballa 31, grafUl }]

Out[225]=

r

U nevéazané hyperbolické trajektorie je bezpgSi urit si thel asymptot (jinak by mohl byt s vykreslenimekaprie problém),
zbyvajicicast je pak uz analogick&guichozim gipadim.
in226l= En2 = 0.07;
eps2 =Sqrt [1+2En2L"27; Print ["e=", NumberForm [eps2, {3,3 }, NumberPoint -"" 1]
rpz = L"2 / (1 +eps2); nameAndValue [rp, 2 ]
M2 = (L"2 /2 /rpp”2 - En2) rpp;
maxuhel = ArcCos [1/ eps2]; nameAndValue [maxuhel, 2 ]
FindMinimum [L"2 /27122 -M2/x, {rr p2}]
minimumU2 = %[[1]] ;
e=1, 210
rp=1, 86
maxuhel =0, 59

ouzai)= {-0.154321, {r - 3.24}}
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In[233]:=

In[237]:=

out[237]=

kresbal2a =
ParametricPlot3D [{L"2 / (1 +eps2Cos [u]) Cos[u], L2 / (1 +eps2Cos [u]) Sin [u], En2 },
{u, -x+ maxuhel +0.2, x-maxuhel -0.2 }, Boxed - False,
Axes - False, PlotStyle - {Thickness [0.01 1}1;
kresbal2b = ParametricPlot3D  [{1.1r p2 Cos[u], 1.1r p Sin [u], En2 }, {u,0,2 =},
Boxed - False, Axes - False, PlotStyle - {Red, Dashed, Thickness [0.0075 ]}];
kreshba22 = Plot3D [L"2 /2/ (x"2 +y"2) - M2/ Sqrt [x"2 +y~2]1,
{x, -13rp2, 21 pz}, {y, -8rp, 87 pz}, Boxed - False, Axes - False,
PlotRange - {All, All, {minimumU2, 1.5 En2 }}, BoxRatios - {1,1,15 }];
grafU2 = Plot [{En2, LA2 /27122 =M/1}, {r, 0,5r pz}, Filling > {2 > {1}},
FrameTicks - {{None, None }}, AxesLabel - {"r","U "}, Ticks -
{{{rp2,"r »"}}, {{ENn2,"E 1" }}}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize > 143,
PlotStyle - {{Thickness [0.005 13}, {Thickness [0.002 ]1}}, Epilog -~
{Dashed, Line [{{rpz2, 0}, {rp2, En2 }}]}, PlotRange - {All, {minimumU2, 1.5En2 }}];

GraphicsRow [ {Show[ {kresba22, kresbal2b, kresbal2a }1, grafU2 3]

5.3 Buquoyova uloha

Tato Gloha z dynamiky soustav s pmou hmotnosti ma zajimavou historii a historické souvislostispbjena se jménem
Jifiho FrantiSka Augusta Buquoye (1781-1851), Slechtice, nasitaara vynalezce, vzdaleného potomka velitelefskgah vojsk

v bElohorské bit¢ Karla Bonaventury Buquoye, kterému za prokézané sluzpgrazceteského stavovského povstani tisa
Ferdinand Il. Habsbursky v roce 1620 daroval paristyié Hrady, RoZmberk, Lijovice a tvrze Zumberk a Cuknstejn. J. F. A.
Buquoy studoval matematikufipdni wdy, filozofii a ekonomii ve Vidni a v Praze. Svoje znélasplatioval @i sprav
rodového majetku — mj. sestrojil v roce 1810 parnijskiery se snazil uplatnit v praxi, zaslouZil se o rozvoyohradskych
sklaren, kde zaved! unikatni a dnes jiz zapomenutou démdin vyroby ¢erného negihledného skla — hyalitu (1817), v roce
1838 zalozil pirodni rezervaci Zofinsky prales. Okruh jeho aktivit ymaradre Siroky, zahrnoval i prace a Gvahy na témata z
filozofie, prava, politiky a urni.

J. F. A. Buquoy byl pravgbodobré prvni, kdo sestavoval i@Sil Glohy na pohyb soustav s pramou hmotnosti. Prvni takovou
Ulohu uvadi ve své knize z roku 1814 (Buquoy, G.: WeitEntwickelung und Anwendung des Gesetzes der virtuellen
Geschwindigkeiten in mechanischer und statischer Hinsicht. Bpéitknd Hartel: Leipzig, 1814). Jeji zadani je velmi
jednoduché:

Na vodorovné podloZce lezi smotané dokonale ohebnéovldkmiete jeho pohyb, sobi-li na jeho konec svisle vistu kon-
stantni sila.

Pri feSeni této Buquoyovy Ulohyqrpokladame, ze

« vldkno je jednorozgné s konstantni linearni hustotp(neprotazitelné),

« poloha jeho konce nad vodorovnou podloZzkou je chiarakvana satadnici x > 0,

- dokonale ohebné viakno s# pohybu vzliiru (proti tthovému zrychleni) befeni odmotava v pigitku osy x,

« pii pohybu dol v pasatku osy x viakno ,mi2i — ¢ast, kterd dopadne na podlozku, se nepohybuje (hybagstdava podloZzce
s obrovskou hmotnosti).
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Za tchto podminek je Buqudy problém popsan pohybovou rovnici, ktera speciélniiisapem zavisi na rychlosti:

0.5y (1 (sgnty’ ()+1)
y

y'©=9(y-1)-

Y@

Ukazme numerickéeSeni pomoci funkcDSolve . Vyznainou hodnotou — jak ukdZeSeni — jé‘rovnovazna polotia délka
svislégasti vliaknay, pro kterou je tiha této sviséésti rovna fisobici siler.

Line&rni hustota:
inr23s}= n = 0.005;

Sila pisobici svisle vziru:
inz3ol= F = 0.1;

Rovnovazna poloha:
n40)= g = 9.8;

Ye=F/n/g;

Pasateni poloha:
ni24azl= Yp = 1;

Maximalni¢as, do kterého bude probihat numericka integrace:
nasi= tm = 20;

nizaal= Konst = F/2/nyp,+9/3yp"3;
s = NDSolve [{y" [t] = g (yc/Yy[t1-1)-05 (1+Sign [y [t1])y' [t1"2/yI[t],
Y[O] == 11 yI [0] == O}vyr {tv Ort m]‘]«
hm = Max[FindMaximum [y [t] /.s,t 1,y p][[111;

npa7i= grafl = Style [Plot [{Evaluate [y[t] /.S ],V ¢},
{t, 0,t }, PlotRange - {Automatic, {0, hm }3}, Filling - {1- {2}},
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143, AxesLabel - {"t","y" },
GridLines - Automatic, PlotStyle - {Thickness [0.005 ]13}], NumberPoint -»"" 1;
graf2 = Style [Plot [Evaluate [y' [t] /.s ], {t,0,t m}, Filing - Axis,
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}, AxesLabel - {"t","Vv" },

GridLines - Automatic, PlotStyle - {Thickness [0.005 ]13}], NumberPoint -»"" 1;
graf3 = Style [ParametricPlot [Evaluate [{y[t]l,y' [t]1}/.s1, {t0,t n},

BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}, Frame - True,

FrameLabel - {"y", "v" 1}, RotateLabel - False, GridLines - Automatic,

PlotStyle - {Thickness [0.01 ]}, AspectRatio - 0.8 1, NumberPoint - "" 7;

nesor= GraphicsRow [ {grafl, graf2, graf3 }, ImageSize - {550, 200 }]
y 2,0¢
1,5
v b
1,0
2,5 5
WYV i3 o
out2s0l= 1,5 0’5 A A -0,5
1,0 ’ . /\ /\ AVAVE t — ]’O =
g -0.3 U § V1o Vst J00 -1s o~
’ I N N s 10 1,5 20 25

y

Vidime, Ze pokud nezéname v klidu v polozg., podoba se pohyb tlumenym kit (ale nejde o harmonické kmity) a &nje
k rovnovaze v poloze,. Kromg vykresleni zavislosti polohy a rychlosti konce vlidkna¢mae a znézoeni pohybu pomoci
fazového diagramu fiZeme pomoci ilkazu Manipulate  ziskat interaktivni vykreslenieSeni pro zné ¢asové intervaly;
postupnym zvySovanim horni mezesu tak vlasthziskame animadeseni.
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nesi= Manipulate [
Module [{sol = NDSolve [{y" [t] = g (Yc/Y[t]1-1)-05 (1+Sign [y [t]1])Yy' [t1"2/y][t],
y[0] =p[[1]11,y" [O] =p[[2]11}.y, {t O, T }1},
Style [ParametricPlot [{Evaluate [{t,y [t]1} /.sol 1, {t,y c}}, {t,O, T 1},

Frame - True, FrameLabel - {"t", "y" }, RotateLabel - False,

GridLines - Automatic, PlotStyle - {Thickness [0.01 1}, PlotRange - All,

AspectRatio - 0.7, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143%,

Epilog - {Red, PointSize [0.03 ], {Point [Evaluate [{T,y [T]1}] /.sol 1}}1,

NumberPoint - "" 11, {{p, {1,0 }}, Locator 3}, {{T,0.01 },0,40 }]

2,5+

v | 20 VVVVVVVVV»

15 |

1,0

TotéZz niizeme aplikovat i na interaktivni vykresleni fazového diengra
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ins2;= Manipulate [
Module [{sol = NDSolve [{y" [t] = g (Yc/Y[t]1-1)-05 » (1+Sign [y [t]1])Yy [t1"2/y[t],
y[01 =p[[11],y" [O01=p[[2]11},y, (£ O, T 11},
Style [ParametricPlot [Evaluate [{y[t],y" [t1} /.sol 1, {t,0, T 3}, Frame - True,
FrameLabel - {"y", "v" 1}, RotateLabel - False, GridLines - Automatic,
PlotStyle - {Thickness [0.01 ]}, AspectRatio - .8, PlotRange - All,
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143,
Epilog - {Red, PointSize [0.03 ], {Point [Evaluate [{y[T1,y' [T]1}] /.sol 1}}1,
NumberPoint - "" 11, {{p, {1, 0 }}, Locator 3}, {{T,0.01 },0,40 }]

Out[252]= \Y2

5.4 Van der Pol v oscilator

Van der Palv oscilator sehral vyznamnou dlohu ve vyvoji nelineayriainiky. Z matematického hlediska je popséan van der
Polovou rovnici:

YO+ p(y©? =D y®) + yt) =0,

kdeu je konstantni parametr. Rovnice tohoto typu byla objepérstudiu nelinearnich elektrickych obviod prvnich radiofji-
mast v roce 1926 holandskym inZenyrem B. van der Polerdolpoou rovinci se zabyval uz lord Rayleigh okolo rok80L8
souvislosti s nelinearnimi vibracemi. Pohybova rovnice seovdice harmonického oscilatoru liSi pi@stnim ¢lenem, jez
odpovida nelinearnimu tlumeni. Pro |y| > 1 vede ke &kéteu kladnému tlumeni, naopak pro |y| <tédstavuje negativni
tlumeni (buzeni) systému. Jinymi slovy, tlumi velké a bualémmrychylky. Lze odhadnout, Ze systérza gejit do stavu, kdy se
obe tendence vyrovnaji a z obegich Gvah Ize ukazat, Ze pro kazdé 0 mé rovnice jednozteg urceny limitni periodicky
rezim. Jak ukaZeme, s rostougirtse tyto limitni kmity vice a vice li§i od harmonického pohybien& si miZe na &kolika
pripadech o#fit, Ze limitni kmity zaviseji pouze na paramefria nikoli na zvolenych p@tetnich podminkéach (s vyjimkou
piipaduyg = Vo = 0, kdy ke kmitm nedojde ubec).

Nejprve zvolme pogrné malou hodnotw = 0,01.
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npes3y= uo= 0.1;
Manipulate [
Module [{solvdp = NDSolve [{y" [t] = -p (Y[t]17"2-1)y' [t]-y[t],y [0] =p[[2]],
y' [0] =p[[211}.Yy, {t O, T 3}, PrecisionGoal -» 301},
GraphicsRow [ {Style [ParametricPlot [Evaluate [{t,y [t]} /. solvdp
Frame - True, FrameLabel - {"t","y" }, RotateLabel - False,
GridLines - Automatic, PlotStyle - {Thickness [0.01 1}, PlotRange - All,
AspectRatio - 0.7, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143,
Epilog - {Red, PointSize [0.03 ], {Point [Evaluate [{T,y [T1}] /.solvdp 1}}1,
NumberPoint - "," 1, Style [ParametricPlot [Evaluate [{y[t],y" [t]} /.solvdp 1,
{t, 0, T 1}, Frame - True, FrameLabel - {"y","v" }, RotateLabel - False,
GridLines - Automatic, PlotStyle - {Thickness [0.01 1}, PlotRange - All,
AspectRatio - 0.7, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14},
Epilog - {Red, PointSize [0.03 ], {Point [Evaluate [{y[T],y' [T]}] /. solvdp
NumberPoint - "," 1}, ImageSize - 50011,
{{p, {0.5,0 }}, Locator 3}, {{T,0.01 3},0,100 }]

]l {t' O‘T }!

1131,

s ||y :\AAAA f

0 20 40 60 80
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6 Teorie elektromagnetického pole

6.1 Znazorn éni poli elektrostatickych multipdl G slozenych z
bodovych naboj

Elektrostatické pole je pole potencialové. Vektor elektrické iityehiedame ve tvare = — grady , kdey je skalarni potencial
1 Q

elektrostatického pole. Skalarni potencial bodového nalmje + ppie kde Q je velikost bodového naboje raje jeho

vzdalenost od mista, ve kterém je skalarni potencial hlesliémlarni potencial je aditivni véilina, proto potencial soustavy
bodovych nabdi hledame ve tvaru

1 Q
o =Tage

fi
Elektrostatické pole se znasaje pomoci silsar — Kivek, pro které plati, Ze vektor elektrické intenZije k nim v kazdém

bodk tenou. Jednou z moznosti vykresleni &loje vyuziti standardnich knihoven a funkci softwisl@hematica konkrétrg
ptikazi z knihovnyVectorAnalysis a funkciStreamPlot , pripadre je mozné pouzit funkéiectorPlot

a) Znazorneéni elektrostatického pole elementarniho dip6lu

UvaZzujeme dipdl sloZzeny ze dvou stejrelkych ndbaj opainé polarity. Velikosti nabdj volime Q; = 1, Q; = —1. Naboje jsou
umiseény na osex, pricemz prvni ndboj ma stadnici x; = 1, X, = —1. Pole je valcay symetrické, proto hledame rozloZeni

silo¢ar pouze v jedné rovi#n kterd prochazi osay konkrétré nag. v roving xy. Pro zjednoduSeni poloZime konstantu ve vyrazu
1 1

\/(><—1)2+y2 - \/(><+1)2+y2 .
Nasledujici kod vypiita vektor elektrické intenzifl v kartézskych sdadnicich a pole vykresli pomoci it

pro skalarni potenciél rovnu jedné. Skalarni potencid plipdlu je tedy popsan vztahem =

npessi= Clear [F1;

1 1
FIx_,y _1:= - ;
\/(—1+x)2+y2 \/(1+x)2+y2
nps7= GradientF = -Grad [F[X,y 1, {X,¥,Z }]
-1+X 1+X
Out[257]= { - y Y - Y ’ O}
((71+x)2+y2)3/2 ((1+x)2+y2)3/2 ((71+x)2+y2)3/2 ((1+x)2+y2)3/2
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-1+X 1+X y y
npse)= StreamPlot [{ - - - }

((—1+x)2+y2)3/2 ((1+x)2+y2)3/2, ((—l+X)2+y2)3/2 ((1+x)2+y2)
{x, -3,31%}, {y, -3,31}, Epillog - {{Hue[0.95 1],Disk [{1,0 },0.25 1,
GrayLevel [0O], Text [Style ["+", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {1,0 }1},
{Hue[0.3" 1, Disk [{-1,0 },0.25" ], GrayLevel [O0],

Text [Style ["-", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {-1,0 }] }}]

v////:;h\\\\\\f i
7=
NN\

NN “‘\‘\L,/'//'/:\\\\ i1 ///%?///
N\

[ \ AN - ]
[ N\ ]
NN /,C*A\ //v/,;:/ ]
out[258]= 0; = = \\\‘\»; ]

il

b) Znazornéni elektrostatického pole axialniho kvadrupdlu

Jedné se o soustawti hodovych nabdj o pongrnych velikostechQ; = 1, Q2 = -2, Q3 = 1, které jsou off umistny na osex v

bodech o sa@dnicichx; = 1, x; = 0, x3 = —=1. Skalarni potencial soustavy zgegpoklad, uvedenych v fedchozim odstavci je
1 2

¢ = - +
\/ (x-12+y? \/ X2+y? \/ (x+1)2+y?

. Postup znazoemi pole je stejny, jako vipdchozim gkladk:

nesor= Clear [F17;

1 2 1
Fl[x_,y _1 = - + X
\/(—1+x)2+y2 \/X2+y2 \/(1+x)2+y2
neei= GradientFl = -Grad [F1[x,y 1, {X,¥,Z }]
-1 +X 2 X 1+X
Out[261]= { - + s
((—:|.+X)2-¢-y2)3/2 <X2+y2>3/2 ((1+X)2+y2>3/2
2
y B y . y ’ O}
3/2

((71+x)2+y2)3/2 (x2+y2)3/2 ((1+x)2+y2)
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-1+X 2 X 14+X
n262)= StreamPlot [{ _

+ )
((—1+x)2+y2)3/2 (x2+y2)3/2 ((l +x)2+y2)3/2
2
Y - y . Y }ox =331,
((-1+x)? +y2)3/2 (x? +y2)3/2 ((1+x)? +y2)3/2
{y, -3,3 1}, Epilog - {{Hue[0.95 1],Disk [{1,0},0.2° 1, GrayLevel [O],
Text [Style ["+", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {1,0 }1},
{Hue[0.95" ], Disk [{-1,0},0.2° 1, GrayLevel [0],
Text [Style ["+", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {-1,0 }13},
{Hue[0.3" 1, Disk [{0,0 }, 0.3" 1, GrayLevel [0],

Text [Style ["-", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {0, 0 }] }}]

0: ST ’ 1\ (;(///

out[262]= [ i‘/ﬁ‘/‘d/‘* — —-\T\»T\.‘, 1
L g !\4 X~ N

F //v/\ = N DA

!
2; N [
BN/ AN
RENNS=UINY

-3 -2 -1 0 1 2 3

¢) Znézornéni elektrostatického pole axialniho oktupolu

Elementarni axialni oktupdl se skladacg bodovych nabdj o porgrnych velikostechQ = +1, Q2 = -3, Q3 = +3, Q4 = -1.

Naboje jsou oft umistny na osex v bodech o sd@adnicichx; = 3, xo = 1, x3 = =1, X4 = —3. Skalarni potencial této soustavy je
1 3 3 1

= - . Znazorgni elektrostatického pole je nasledujici:
\/(><—3)2+y2 \/ (x=1)2+y? \/ (x+1)%+y? \/(><+3)2+y2

nees= Clear [F27;

1 3 3 1
F2[x_,y _1= _ + _ :
'\/(—3+X)2+y2 \/(—1+x)2+y2 \/(1+X)2+y2 \/(3+x)2+y2
neesi= GradientF2 = -Grad [F2[x,y 1, {X,¥,Z }]
-3 +X 3 (-1+x) 3 (1+Xx) 3+X
Out[265]= { - + — ,
3/2 3/2 3/2 3/2

((—3+x)2+y2) ((—1+x)2+y2) ((1+X)2+y2> ((3+X)2+y2>

y 3y 3y y O}
_ + - )
((73+x)2+y2)3/2 ((71+x)2+y2)3/2 ((1+x>2+y2)3/2 ((3+x)2+y2)3/2
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-3 +X 3 (-1+x) 3 (1 +x) 3+X
in266):= StreamPlot [{ - + - ’
((_3+X)2+y2)3/2 ((_1+X)2+y2)3/2 ((1+X)2+y2)3/2 ((3+X)2+y2)3/2
y 3y 3y y
32 3/2 32 3/2}’

((—3+x)2+y2) ((—1+x)2+y2) ((1+x)2+y2) ((3+x)2+y2)
{X, -6,6 1}, {y, -6,6 1}, Epilog - {{Hue[0.95 1,Disk [{3,0},0.3" 1, GrayLevel [0],

Text [Style ["+", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {3,0 }1},

{Hue[0.95" ], Disk [{-1,0}, 051" 1], GrayLevel [0],
Text [Style ["+", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {-1,0 }13},

{Hue[0.3" 1, Disk [{-3,0},0.3 1], GrayLevel [0],
Text [Style ["-", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {-3,0 }1},

{Hue[0.3" ], Disk [{1,0 }, 051" 1], GrayLevel [O],

Text [Style ["-", FontSize - 24, FontWeight - "Bold" 1, {1,0 }] }}]

0 — \gh—

out[266]= 7 ;’//;,/-\\/ o O )')\\

-2

-4

6.2 Znézorn éni poli elektrostatickych multipél G pomoci

postupného vykreslovani silo  ¢ar

Ziskame-li vypadtem vyrazy pro slozky vektoru elektrické intenzEypoli elektrostatickych multipé] mizeme je dosadit do

. Co . . S . dx d
obecné rovnice sit@r. Tato rovnice ma v rouirkartézskych saadnic tvarE—X = E—y
X y

V ¢itatelich zlomk jsou slozky vektdr elementarniho posunuti. V obeéddivocarych sosadnicichgy, g, je tedy rovnice siléar
I I
jadiena vztahem™ = ==,
o TR
kdelgq,, Ig, jsou slozky vektoru elementarniho posunuti véreah Kivocarych soadnicay, gy, které jsou Grrné diferencialm
kiivocarych sotiadnic ges Laméovy koeficienty,, hg,. Plati tedylq, = hg, doj, lg, = hg, dg,. VyieSime-li takovou rovnici
silotar jako diferencialni rovnici, ziskdme konkrétni rovnici &lo Rovnice vZdy obsahuje konstantu, za kterou dosaeuje

nejlépe zvolené ekvidistatntni hodnoty a pro kazkou jedmindtu vykreslime pr&jednu sil@aru. Jako fiklady bude uvedeno
znazorini pole elementarniho dip6lu a axialniho oktupolu.

a) Znazorneéni pole elementarniho dipdlu

Slozky vektoru elektrické intenzity pole elektrostatického dipdlupatarnich sotadnicich r, ¢ jsou E, = 2; %;)39
0
1 p-sind
E&_ 47r£0. IS

kdep je velikost dipdlového momentu. ¥8&enim obecné rovnice sity dostaneme rovnici sitar pole dipolu = K-sir? ¢.



In[267]:=

In[273]:=

In[275]:=

In[277):=

In[279]:=

In[283]:=
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Nasledujici kod provadi vykreslovani jednotlivych &iopro diskrétni hodnoty konstariy

X[R_, e_] : = RCos[e];
Y[R_, 6_]:=RSin[6];
pomConst : = 0.5;
numOfFieldLines : = 10;
Digl: = 0;

Dig2 : = 0;

For [Digl = 0, Digl < numOfFieldLines,
DiVectorl [Digl ] = Table [
{X[pomConst Digl Sin [t]1”2,t ],Y [pomConstDigl Sin [t]”2,t 1}, {t O, Pi, Pi
Digql ++1;
For [Dig2 = 0, Dig2 < numOfFieldLines,
DiVector2 [Dig2 ] = Table [{X[pomConstDiq2 Sin [t]72,t 1,
Y[pomConst Dig2 Sin  [t]172,t 1}, {t 2Pi, Pij, -Pi 7501}1,
Dig2 ++1;

pomDiVectorl = DiVectorl [11;
pomDiVector2 = DiVector2 [1];

For [DiPoml = 1, DiPom1l < numOfFieldLines,
pomDiVectorl = Append [pomDiVectorl, DiVectorl [DiPom1]1,
DiPom1 ++7;

For [DiPom2 = 1, DiPom2 < numOfFieldLines,
pomDiVector2 = Append [pomDiVector2, DiVector2 [DiPom2]1,
DiPom2 ++17;

pomDiVectorl = Flatten [pomDiVectorl 1;
pomDiVector2 = Flatten [pomDiVector2 1;
pomDiVectorl = Partition [pomDiVectorl, 2 1;
pomDiVector2 = Partition [pomDiVector2, 2 1;

DiMovie = Table [Show[ListPIot [Take [pomDiVectorl, DIN 1,

PlotRange - {{-15,15 1}, {-3.5,35 1}},Joined - True, Ticks - None],
ListPlot  [Take [pomDiVector2, DiN ], PlotRange - {{-15,15 }, {-35,35 }},
Joined - True, Ticks - None],

Graphics [{Hue[0.95 1, Disk [{% 0 } 0.06 ] GraylLevel [0]}],

Graphics [{Hue[O.B 1, Disk [{— % 0 } 0.06 ] GraylLevel [O]}],

ImageSize - {500, 300 }], {DiN, 1, Length  [pomDiVector2 1, 2 }];

/5011,

51
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In[284]:=

out[284]=

ListAnimate  [DiMovie, 10, AnimationRunning - False ]

B DIEEIE]

b) Znazornéni elektrostatického pole axialniho oktupdlu

In[285]:=

In[287]:=

In[291]:=

Cisty axialni oktupdl, ktery nevykazuje typové prvky poli jhymultipol, je popséan v f@dchozi kapitole. Slozky vektoru

. o . , - . 3QF 5cogy-
elektrické intenzity elektrostatického pole axialniho oktupélu v pdétér sodadnicichr, ¢ jsou E, = &-M,

ney rs

E, = 9Q|§ siny(5-co 9-1)
J 4 reg rs '

kde Q Ize povazovat za jednotkovy nabdj,je vzdalenost sousednich ndbej oktupdlu. VyeSenim obecné rovnice ity
dostaneme rovnici sitar pole oktupdlu ve tvamf = K -sir? ¢- |5 sit ¢ -4 |-

Nasledujicim programem je nejprve znazom pole oktupélu pomocitit kompletnich sildar a poté je ukazano postupné
vykreslovani sildar. Na rozdil od fedchoziho dipélu jsou vSechny uvazovanétéitp vykreslovany najednou, tedy vykresluji se
najednou kivky pro vSechny uvazované hodnoty konstafity

X[R_, e_] : =R Cosl[e];

Y[R_, 6_]:=RSin[6];

pomConstOctu : =1/ 2;
numOfFieldLinesOctu : = 10;

konstanta = numOfFieldLinesOctu -2;
ZkOctulnf : = ZkOctulnfinitesimal = Pi / 1000;
ZkOctugl : = 0;

ZkOctug2 : = 0;

ZkOctug3 : = 0;

ZkOctug4 : = 0;

ZkOctug5 : = 0;

ZkOctug6 : = 0;
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npo7)= For [ZkOctugl = 0, ZkOctugl < numOfFieldLinesOctu, ZkOctuVectorl [ZKkOctugl ]
Table [{X[pomConstOctu ZkOctugl (Sin [t 1”2 Abs [5Sin [t]"2 -4])"(1/3),t ],
Y [pomConstOctu ZkOctugql  (Sin [t ]"2 Abs [5Sin [t]1"2 -4])~(1/3),t 1},
{t, ArcSin  [2 / Sqrt [5]] - ZkOctulnf, 0, -Pi 1100}1, ZkOctugl ++1;
For [ZkOctug2 = 0, ZkOctug2 < numOfFieldLinesOctu, ZkOctuVector2 [ZkOctug2 ]
Table [{X[pomConstOctu ZkOctug2 (Sin [t 1”2 Abs [5Sin [t]"2 -4])"(1/3),t ],
Y[pomConstOctu ZkOctug2 (Sin [t ]*2 Abs [6Sin [t]172 -4]1)~(1/3),t 1},

{t, ArcSin  [2 / Sqrt [5]] + ZkOctulnf, Pi - ArcSin [2 / Sqgrt [5]1] - ZkOctulnf, Pi /100137,
ZKkOctug2 ++1;
For [ZkOctug3 = 0, ZkOctug3 < numOfFieldLinesOctu, ZkOctuVector3 [ZKOctug3 ] =

Table [{X[pomConstOctu ZkOctug3 (Sin [t ]"2 Abs [5Sin [t]"2 -4])"(1/3),t 1,
Y [pomConstOctu ZkOctugq3  (Sin [t ]*"2 Abs [6Sin [t]172 -41)~(1/3),t 1},
{t, Pi - ZKkOctulnf, Pi - ArcSin [2 / Sqgrt [5]] + ZKkOctulnf, -Pi /100}], ZkOctug3 ++1;
For [ZkOctug4 = 0, ZkOctugd < numOfFieldLinesOctu, ZkOctuVector4 [ZkOctug4 ] =
Table [{X[pomConstOctu ZkOctug4 (Sin [t 172 Abs [6Sin [t]"2 -4])"(1/3),t 1,
Y[pomConstOctu ZkOctug4  (Sin [t "2 Abs [6Sin [t]172 -41)~(1/3),t 1},
{t, Pi + ZkOctulnf, Pi + ArcSin [2 / Sqgrt [5]] - ZkOctulnf, Pi /100}1, ZkOctugd ++1;
For [ZkOctug5 = 0, ZkOctug5 < numOfFieldLinesOctu, ZkOctuVector5 [ZkOctug5 ] =
Table [{X[pomConstOctu ZkOctug5 (Sin [t ]”"2 Abs [5Sin [t]"2 -4])"(1/3),t 1,
Y[pomConstOctu ZkOctug5  (Sin [t "2 Abs [6Sin [t]172 -4]1)~(1/3),t 1},
{t, 2Pi - ArcSin [2/Sqrt [5]] - ZkOctulnf,
Pi + ArcSin [2 / Sqgrt [5]] + ZkOctulnf, -Pi /100}], ZkOctug5 ++1;
For [ZkOctug6 = 0, ZkOctug6 < numOfFieldLinesOctu, ZkOctuVector6 [ZKkOctugb 1 =
Table [{X[pomConstOctu ZkOctug6é (Sin [t ]"2 Abs [65Sin [t]"2 -4])"~(1/3),t 1,
Y [pomConstOctu ZkOctugq6  (Sin [t ]"2 Abs [5Sin [t]172 -4])~(1/3),t 1},
{t, 2Pi - ArcSin [2/Sqgrt [5]] + ZkOctulnf, 2 Pi - ZkOctulnf, Pi /100}1, ZKOctug6 ++1;

nposy= For [i =31,i <36,i ++, For [ =1,] <5,] ++,
ZkOctuVector2 [j 1 = Append [ZkOctuVector2 [j 1, ZkOctuVector2  [j 1[[30111;
ZkOctuVector5 [j 1 = Append [ZkOctuVector5 [j 1, ZkOctuVector5 [j 1[[3011111;

ngoal= pomZkOctuVectorl = ZkOctuVectorl [17];
pomZkOctuVector2 = ZkOctuVector2 [1];
pomZkOctuVector3 = ZkOctuVector3 [11];
pomZkOctuVector4d = ZkOctuVector4 [17;
pomZkOctuVector5 = ZkOctuVector5 [17];
pomZkOctuVector6 = ZkOctuVector6 [1];

0= For [ZkOctuPoml = 1, ZkOctuPom1 < konstanta,
pomZkOctuVectorl = Append [pomZkOctuVectorl, ZkOctuVectorl [ZkOctuPom111,
ZkOctuPom1l ++17;
For [ZkOctuPom2 = 1, ZkOctuPom2 < konstanta,
pomzkOctuVector2 = Append [pomZkOctuVector2, ZkOctuVector2 [ZkOctuPom2 11,
ZkOctuPom2 ++1;
For [ZkOctuPom3 = 1, ZkOctuPom3 < konstanta,
pomzkOctuVector3 = Append [pomZkOctuVector3, ZkOctuVector3 [ZkOctuPom311,
ZkOctuPom3 ++1;
For [ZkOctuPom4 = 1, ZkOctuPom4 < konstanta,
pomzZkOctuVectord = Append [pomZkOctuVectord, ZkOctuVector4 [ZkOctuPom4 11,
ZkOctuPom4 ++1;
For [ZkOctuPom5 = 1, ZkOctuPom5 < konstanta,
pomzZkOctuVector5 = Append [pomZkOctuVector5, ZkOctuVector5 [ZkOctuPom511,
ZkOctuPomb5 ++1;
For [ZkOctuPom6 = 1, ZkOctuPom6 < konstanta,
pomzZkOctuVector6 = Append [pomZkOctuVector6, ZkOctuVector6 [ZkOctuPom6 11,
ZkOctuPom6 ++1;
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n316)= pomZkOctuVectorl = Flatten [pomZkOctuVectorl 1;
pomzZkOctuVector2 = Flatten [pomZkOctuVector2 1;
pomzkOctuVector3 = Flatten [pomZkOctuVector3 1;
pomZkOctuVectord = Flatten [pomZkOctuVectord 1;
pomZkOctuVector5 = Flatten [pomZkOctuVector5 1;
pomzkOctuVector6 = Flatten [pomZkOctuVector6 1;
pomZkOctuVectorl = Partition [pomZkOctuVectorl, 2 1;
pomZkOctuVector2 = Partition [pomZkOctuVector2, 2 1;
pomzZkOctuVector3 = Partition [pomZkOctuVector3, 2 1;
pomzZkOctuVector4 = Partition [pomZkOctuVector4, 2 1;
pomZkOctuVector5 = Partition [pomZkOctuVector5, 2 1;
pomZkOctuVector6 = Partition [pomZkOctuVector6, 2 1;

inz28)= OctuPicture

= Show[ListPlot [{

ZkOctuVectorl [1], ZkOctuVectorl [2], ZkOctuVectorl  [3], ZkOctuVector2  [1],
ZkOctuVector2 [2], ZkOctuVector2  [3], ZkOctuVector3  [1], ZkOctuVector3 [2],
ZkOctuVector3 [3], ZkOctuVector4  [1], ZkOctuVector4  [2], ZkOctuVector4  [3],
ZkOctuVector5 [1], ZkOctuVector5 [2], ZkOctuVector5 [3], ZkOctuVector6  [1],
ZkOctuVector6 [2], ZkOctuVector6  [3]},
Joined - True, PlotStyle - {{Hue[0.4" ]}, {Hue[0.6" ]}, {Hue[0.8" 1}}1,
Graphics [{Hue[0.95" ], Disk [{-0.22°,0 },0.05° 1], GrayLevel [01}1,
Graphics [{Hue[0.3" ], Disk [{-0.08",0 1}, 0.09° 1, GrayLevel [0]}1,
Graphics [{Hue[0.95 ], Disk [{0.08",0 1}, 0.09° 1, GrayLevel [0]}],
Graphics [{Hue[0.3" ], Disk [{0.22,0 },0.06° 1, GrayLevel [0]}], Ticks - None]
Out[328]=
in329)= ZKOCtUN2 : = 0;
OctuMovie = Table [ShowlListPlot [{
Take [ZkOctuVectorl [1], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVectorl [2], ZKOctuN2 7,
Take [ZkOctuVectorl [3], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector2 [1], ZKOctuN2 71,
Take [ZkOctuVector2 [2], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector2 [3], ZkOctuN2 7,
Take [ZkOctuVector3 [1], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector3 [2], ZKOctuN2 7,
Take [ZkOctuVector3 [3], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector4 [1], ZKOctuN2 7,
Take [ZkOctuVector4 [2], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector4 [3], ZKOctuN2 7,
Take [ZkOctuVector5 [1], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector5 [2], ZkOctuN2 7,
Take [ZkOctuVector5 [3], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector6 [1], ZkOctuN2 7,
Take [ZkOctuVector6 [2], ZkOctuN2 7], Take [ZkOctuVector6 [3], ZkOctuN2 1},
Joined - True, PlotStyle - {{Hue[0.4" 1}, {Hue[0.6" ]}, {Hue[0.8" 1}},
PlotRange - {{-2.5, 25 }, {-25,25 331,
Graphics [{Hue[0.95" ], Disk [{-0.22°,0 1}, 0.05° 1], GrayLevel [01}1,
Graphics [{Hue[0.3" ], Disk [{-0.08",0 1}, 0.09° 1, GrayLevel [0]}]1,
Graphics [{Hue[0.95 ], Disk [{0.08",0 1}, 0.09° 1, GrayLevel [0]}],
Graphics [{Hue[0.3" ], Disk [{0.22°,0 1}, 0.06° 1], GrayLevel [0]}1,
Ticks - None, ImageSize - {500, 300 }], {ZkOctuN2,1,36,1 }1I;
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nz31= ListAnimate  [OctuMovie, 4, AnimationRunning - False ]

out[331]=

_FDIREIE]

6.3 Vizualizace ploch fazovych rychlosti krystal

In[332]:=

Plocha fazovych rychlosti je plocha, na kterou se zaofd ¢asu z jednoho bodu ve vSechésech rozii v elektricky anizotrop-
nim prostedi elektromagnetick& vina. Odvozeni rovnice této plocheelgivné snadné. Jedna se o dvojlistou plochu Sestého
stuprg, jejizezy sotiadnymi rovinami se rozpadaji na kruznice a ovélytého stupi.
Rovnice plochy fazovych rychlosti v ortogonalnim pravivtem kartézském sdadném systému ma tvar
V2 (VB —VE—V2—V2) (V3 —VE—VZ—\2) + ,

iM-VE-V -V (Vi -V - vE) + V(- Vi - Vi - ) (VB - Vi - V) - V) =0
kdevy, vy, V, jsou slozky vektoru fazové rychlosti, orientovaného valeném sriru avi, v, va jsou hlavni fazové rychlosti
vazané s hlavnimi permitivitami, £, €3 v systému hlavnich os.
Problém je s fedstavou, jak tato plocha vypada. S vyuzitim softwdethematicamize byt plocha fazovych rychlosti zna-
zornéna nasledujicim Zisobem. Jsou prezentovany 3 ukézky, liSici se omezerostops, ve kterém je plocha zobrazena.
Pomoci otéeni zobrazenych 3D gitafe mozné si plochu podro®mprohlédnout.

Pozn. hodnoty hlavnich fazovych rychlosti vl1, v2, v3 awlbyt voleny libovols, v souladu s teorii ipdpokladame, ze
vl > v2 > v3.

vl = 3;
v2 = 2.1;
v3 = 1.7;
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np3si= ContourPlot3D [vx"2 (V242 - vx"2 -vyr2 -vzh2) (V3h2 - vxM2 -wyh2 —vzh2) +

vy"2 (V12 -vx"2 -vwy"h2 -vz"2) (V3"2 -vxN2 -vwyh2 —-vznh2) +
vz"h2 (V1IM"2 -vx"2 -vwy"h2 -vz"h2) (V272 -vxN2 -vwy"h2 -vzn2 ) =0,

{vx, -v2-02,vl +0.213}, {vy, -v1-02,0 3}, {vz, -v2,vl +0.2},

BoxRatios - Automatic, ContourStyle - Opacity [0.45 ], Contours - Automatic,

Mesh - None, Axes - True, AxesLabel - {Style ["vX", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["vy", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["vz", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 13}, Ticks - {
{{-vl," -v1"}, {-v2," -v2"}, {-v3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" }, {vi,"vl" }},
{{-v1," -v1"}, {-v2," -v2"}, {-v3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" }, {vi,"vl" }},
{{-vl," -v1"}, {-v2," -v2" 3}, {-v3," -v3" 3}, {v3,"v3" '}, {v2,"v2" '}, {vi,'vl" 1}}}]

vy -V2y3 VX

outz3s= VZ

in3sl= ContourPlot3D  [vx"2 (V272 - vx"2 -vyN2 -vzh2) (V32 -vx"2 -vwy"h2 -vzRh2) +
vy"2 (VA2 -vx"2 -vwy"h2 -vz"2) (V3"2 -vxN2 -vwyh2 —-vzn2) +
vzA2 (VIN2 —vX"N2 -vwyNh2 -vzh2) (V212 -vxXN2 -vwy"h2 -vz"2) = 0,
{vx, -v1-02,v2 +0.213}, {wv, -v1-02,vl +0.213}, {vz,0,vl +0.2},
BoxRatios - Automatic, ContourStyle - Opacity [0.45 ], Contours - Automatic, Mesh - None,
Axes - True, AxesLabel - {Style ["vX", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["vy", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["vz", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1}, Ticks - {
{{-vl," -v1"}, {-v2," -v2"}, {-v3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" }, {vi,"vl" }},
{{-vl," -v1"}, {-v2," -v2"}, {-v3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" }, {vi,"vl" }},
{{-vl," -v1"}, {-v2," -v2" 3}, {-v3," -v3" 3}, {v3,"v3" '}, {v2,"v2" '}, {vi,'vl" 1}}}]

Out[336]=




In[337]:=

out[337]=

Software Mathematica pro fyziky.nb | 57

ContourPlot3D  [vx"2 (V272 -vx"2 -vyN2 -vz"2) (V32 -vx"2 -vwy"2 -vz"2) +
vy"2 (V12 -vx"2 -vwy"h2 -vz"2) (V3"2 -vxN2 -vwyh2 —-vznh2) +
vz"h2 (V1IM"2 -vx"2 -vwy"h2 -vz"h2) (V272 -vxN2 -vwy"h2 -vzn2 ) =0,

{vx, -v1-02,vl +0.23}, {vy, -v1-02,vl +021}, {vz, -v1-02,vl +0.21},

BoxRatios - Automatic, ContourStyle - Opacity [0.45 ], Contours - Automatic,

Mesh » None, Axes - True, AxesLabel - {Style ["vx", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["vy", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["vz", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 13}, Ticks - {
{{-v1l," =v1"}, {-v2," -v2"}, {-Vv3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" }, {vi,"vl1" }},
{{-vl," =v1"}, {-v2," -v2"}, {-v3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" }, {vi,"v1" }},
{{-v1," -v1"}, {-v2," -v2"}, {-v3," -v3"}, {v3,"v3" }, {v2,"v2" , {vi, "v1" 3331

e

6.4 Odraznost a propustnost rozhrani dvou homogenni ch

izotropnich dielektrik

Jevy na rozhrani jsou popsany Fresnelovymi vzorcio Tgorce umoiuji vypaset koeficientt odraznosti a propustnosti jako
pon®ri amplitud vektoru elektrické intenzity viny odrazené nebo lomeaéplitud viny dopadajici pro lined#énpolarizované
viny, kdy vektor elektrické intenzity lezi B roviné dopadu nebo v rovérk ni kolmé. Vzorce jsou obvykle uvé&dy ve tvaru

1 — . . .

pi = 99799 o koeficient odraznosti v rovirdopadu,
tg(a+az)

r+ = —M pro koeficient odraznosti v rovirkolmé k rovirg dopadu,
sin(ay+ay)

. 2 sin, cosy

= Snarean cosaray PO koeficient propustnosti v rodmiopadu a

t* =% pro koeficient propustnosti v rowirkolmé k rovir¢ dopadu,

kdea; je Uhel dopadu na rozhranéaje Ghel lomu.

Vychazi-li koeficienty odraznosti kladné, pak odraZzenéa ynee fazi s vinou dopadajici, v apeém gipad dochazi k odrazu s
opatnou fazi. Lomena vina je vzdy ve fazi s vinou dopadajic

S koeficienty odraznosti a propustnosti souvisi odrazRastpropustnosT jako energetické veliny — popisuji portr energii
ptenaSenych vinou odrazenou nebo lomenou k energii dpgdhjici. Odraznosti, souvisejici s koeficienty odraznoski,jgou

definovany vztahy

R' = ("2, R =(r*)?, T" = 2292 piy2 T+ = 2992 4492 yden, je index lomu progedi, ze kterého vina na rozhrani dopasga,
Ng COSyy Ny COSry

je index lomu progedi, do kterého se lame.

Pomoci prosedki Mathematiky nizeme pro nazornost vykreslovat zavislosti uvedenyckinetia. na Uhlu dopadu pro
zvolena prosedi (indexy lomu), fipadré pomoci animaci zaroterykreslovat zavislosti na dalSich wfiach.

Jako piklad uvedeme rozhrani présti opticky hustSiho &dSiho, tedyn; > n,. Predpokladejme, Ze se jedn& o reélné rozhrani
optického skla a vzduchu, tedy = 1. Je zndmo, Ze pro Uhel dopadu> ap,, kdean, je mezni Ghel, dochéazi k totalnimu odrazu.
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In[338]:=

In[340]:=

out[340]=

V tomto pipadt jsou koeficienty odraznosti a propustnosti dany vyrazy

2 gi 2
~ nZsin a;-n}
MyVmsSm®h

0 _ 2y - M
r e, kdey" = arctg e p—

 nZsin? a;-nj

Ny cosry

r+ =2 kdey* = arctg
Vyznamnou chararteristikou jéwna rozhrani je Brewstir Ghel ag, pro ktery plati tgg = % P¥i dopadu elektromagnetické
1

viny pod Brewsterovym Ghlem je odrazena vinagginearr¢ polarizovana v rovit kolmé k rovirg dopadu, protoZe v tomto
piipad r' = 0.

Ukézeme vykresleni zavislosti koeficignbdraznosti a odraznosti rozhrani v zavislosti na Uhpadoa;, piicemz dalSim
parametrem této zavislosti bude & indexu lomu skla (prvniho préstli) v obvyklém intervalu rozmezi indelomu optick-

ych skel, tedy od hodnoty = 1.4 don; = 1.96. Tato zavislost je vyjéena pomoci animaci. Na ose Uhlu dopadu jsou pro kazdou
pribéZnou hodnotu indexu lomu skla uvedeny hodnoty BrewstefitMacg (hodnota vlevo) a hodnota mezniho Uhlyt Pro

Uhly dopadu #tSi, nez mezni Uhel, budou koeficienty odraznosti a ptopss popsany jen svou amplitudou, tedy hodnotami
r=-1,r* = 1. Vlevo nahte v poli grafu jsou uvedeny okamzité hodnoty indexu lomu

n2 =1;
rl = Table [Show[

Plot [[ -Tan [al - ArcSin [nl Sigz[al] ]]/Tan[al + ArcSin [MSI:+1]]] 0 < al < ArcSin [%

-1 ArcSin [%] <als§,

fao 2}

AxesLabel - {
Style ["a1", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["r "", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1},
PlotStyle - {Thickness [0.006 1]},
Ticks - {{{Z v Lo } {ArcSin [E] } {ArcTan [E] ArcTan [E] }} Automatic }
2 2 nl nl nl
PlotRange - {-1.04, 1 }, Exclusions - None],

Graphics [{Text [ArcSin [%] {ArcSin [%],0.08‘ }]}]

Graphics [{Text [Style ['n1 = ", 12 1, {0.2,0.95 3}1}1,
Graphics [{Text [Style [nl,12 ], {0.3,0.95 3}1}1,

ImageSize - {400, 200 }], (n1, 1.4, 1.96, 0.02 }];

ListAnimate  [rl, 3, AnimationRunning - False ]

05

’_\().629443

0.526827

ay
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-10F
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n@E41= N2 = 1;
r2 = Table [Show[

Plot [[ -Sin [al - ArcSin S]] /sin [a1 + ArcSin [2S0 18111 0 < a1 < Arcsin [

ArcSin [%] <al s ’2—‘

{al, 0, g}

AxesLabel - {
Style ["a1", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["r *", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1},
PlotStyle - {Thickness [0.008" 1},
Ticks - {{{z " z } {ArcSin [E ;M } {ArcTan [E] ArcTan [E] }} Automatic }
2 2 nl nl nl
PlotRange - {0, 1 }, Exclusions - None],

Graphics [{Text [ArcSin [%] {ArcSin [%],0.05‘ }]}]

Graphics [{Text [Style ['n1 = "'12 1, {0.2,0.95 3}11}1,
Graphics [{Text [Style [nl,12 ], {0.3,0.95 1}1}1,

ImageSize - {400, 200 }], (n1, 1.4, 1.96, 0.02 }];

na3;= ListAnimate  [r2, 3, AnimationRunning - False ]

B DIEEIE]

Out[343]=

0.604295

a;
0.516695

NIERS
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In3aal= N2 = 1;
RR1= Table [Show[

Plot [ (-Tan[al - ArcSin [r'ls‘i:%”]]/Tan[a1+ArcSin [%]])2 0 < al < ArcSin [%
1 ArcSin [%] <al < %

{al, 0, g}

AxesLabel - {
Style ["a1", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["R"", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1},
PlotStyle - {Thickness [0.008" 1},
Ticks - {{{f v Lo } {ArcSin [E] } {ArcTan [E] ArcTan [E] }} Automatic }
2 2 nl nl nl
Exclusions - None],

Graphics [{Text [ArcSin [%] {ArcSin [%] +0.05, 0.04 }]}]
n n

Graphics [{Text [Style ['n1 = ", 12 1, {0.2,0.95 13}1}1,
Graphics [{Text [Style [nl1,12 ], {0.3,0.95 1}1}1,

ImageSize - {400, 200 }], (nl, 1.4, 1.96, 0.02 }];

nael= ListAnimate  [RR1, 3, AnimationRunning - False ]

B DPIEEI=E]

RII

1.0

n, =1.68

0.8r

out[346]= 0.6

04r

0.2t ﬂ}
T 0637562

0.536911

@

NS
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n@E4a7i= N2 = 1;
RR2 = Table [Show[

Plot [[ (-Sin [al - Arcsin [MSLIE1]] /Sin [a1 + ArcSin [2SLE]])* 0 a1 < Acsin [

1 ArcSin [%] <al < %

{al, 0, g}

AxesLabel - {
Style ["a1", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1,
Style ["R*", FontFamily - "Times", FontSize - 16, FontWeight - "Bold" 1},
PlotStyle - {Thickness [0.008" 1},
Ticks - {{{f v Lo } {ArcSin [E] } {ArcTan [E] ArcTan [E] }} Automatic }
2 2 nl nl nl
Exclusions - None],

Graphics [{Text [ArcSin [%] {ArcSin [%],0.05‘ }]}]

Graphics [{Text [Style ['n1 = ", 12 1, {0.2,0.95 13}1}1,
Graphics [{Text [Style [nl1,12 ], {0.3,0.95 1}1}1,

ImageSize - {400, 200 }], (nl, 1.4, 1.96, 0.02 }];

ngaol= ListAnimate  [RR2, 3, AnimationRunning - False ]

B DPIEEI=E]

RJ.

out[349]=

0,581706
0.502421

@

NS
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7 Zaklady moderni fyziky

7.1 Planck v vyza fovaci zakon

In[350]:=

out[350]=

In[351]:=

out[351]=

In[352]:=

In[353]:=

Planckiv zakon zé&eni ¢erného &lesa objeveny roku 1900 nejen umoznil spravny popierni&ohoto fyzikalniho modelu, ale
diky predpokladu kvantovani energie atelvcestu ke kvantové fyzice a fyzice mikréisv Zakon vyjatlije zavislostspektralni
hustoty intenzity vyzavaniH, na vinové délce (pogx. na frekvenci) ve tvaru:

Hy=2Pihc?2 /a"5/ (Explhc /7k/x/T]-1)

2c2hn

ch

(—1 + em) 25

Integraci pes vSechny vinové délky od O de ziskdme celkovou vy#énou energii, tedy Stefam — Boltzmaniv zakon (pro
vypcet integralu je vhodnéijglat predpoklad kladnych hodnot absolutni teploty a fyzikalnich teoris- doportujeme zkusit
vygisleni integralu bez této podminky).

Integrate  [Hy, {A, O, Infinity }, Assumptions - {T>0,c >0, k >0, h >0}]
2k4 5T
15c2 hd

Pokud by nas zajimattiselna hodnota Stefanovy-Boltzmannovy konstanty v jednot®aah2-K=4 (vy3e vidime jeji vyjatkni
pomoci jinych konstant), dosadime naviselné hodnoty pro rychlost &la ¢ = 2.998 10° m-s™1, Boltzmannovu konstantu
k = 1.381:102°J-K~1 a Planckovu konstanth = 6.626 10734 J-s a vydlime &étvrtou mocninou absolutni teploty; vychazi
znamy vysledek:

o = Integrate  [Subscript [H, 1], {A, O, Infinity }, Assumptions - T > 0] /T* /.
{c » 2997925 %1078, k - 1.3806488 /10723, h - 6.626068 / 10"34 };

Zavislost spektralni intenzity vy#avani na vinové délce (ptipna frekvenci) ma typicky pbeh, ktery mizeme vykreslit a
zkoumat jeho zavislost na teploPro ilustraci volime teploty 3000 K, 4000 K, 5000 K a®@Q kteréfadow odpovidaji teplat
povrchu hézd slunéniho typu. Jednotlivé grafy vykreslime najednou pomtigggu‘“Show”.

grafl =Plot [2Pihc”2 /x~5/ (Explhc/k/A/T]-1) /. {c » 2997925 x10"8,
k -» 13806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 3000} // N, {a, 0, 10" -5},
PlotRange - {{0, 0.000002 1}, All 3}, Filling - Axis, AxesLabel > {("A","H 3"y,
Ticks - {Automatic, None 1}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 141}71;
graf2 = Plot [2Pihc”2 /x”5/ (Explhc/k/A/T]-1) /. {c » 2997925 =x10"8,
k -» 13806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 4000} // N, {a, 0, 10" -5},
PlotRange - {{0, 0.000002 13}, All 3}, Filling - Axis, AxesLabel > {("A","H 3"y,
Ticks -> {Automatic, None 1}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14137;
graf3 =Plot [2Pihc”2 /x”5/ (Explhc/k/A/T]-1) /. {c » 2997925 =« 10”8,
k - 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 5000} // N,
{A, 0, 10~ -5}, PlotRange - {{0, 0.000002 3}, All 1}, PlotStyle - {Red},
Filling - Axis, AxesLabel - {"XA","H "}, Ticks -> {Automatic, None 1},
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 1411;
graf4 =Plot [2Pihc”2 /x~5/ (Explhc/k/A/T]-1) /. {c » 2997925 =« 10”8,
k -» 13806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 6000} // N, {a, 0, 10 -5},
PlotRange - {{0, 0.000002 1}, All 3}, Filling - Axis, AxesLabel > {("A","H "3,
Ticks - {Automatic, None 1}, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 1411;



In[357]:=

out[357]=

In[358]:=

out[358]=

In[359]:=

Out[359]=

In[360]:=

out[360]=

out[361]=
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Show[grafl, graf2, graf3, graf4, Epilog - {Text ["4000 K", {7x"-7,1.8 *"13}],
Text ["'5000 K", {6%"-7,4.5 %"13}], Text ["6000 K", {7.8 *"-7,9 %x"13}1}]

H)

/

4000 K
5.x 1077 1.x 107 1.5%107° 2.x107°

Vidime, Ze vinova délka, pro kterou ma spektralni hustotaiitevyzaovani maximum se s rostouci teplotou posouva doleva
ke kratSim vinovym délkam. Odpovidajici zavislost se na¥yi€niv posunovaci zadkon a odvodime jefenim transcendentni
rovnice. Polohu extrému najdeme pomoci derivace podieé&ldélky

D[Hy, 2]

ch
2cd ekt h?n 10c2hn

ch \2 N ch
(-1 N em) KT (—1 N em) 28
a predieSenim rovnice jeStjednodusime:
pom = Factor [%]

2c?hn

ch ch
cemh+5kn_5emkm)

ch \ 2
(— 1+ em) k TX7
Pro poloZeni prvni derivace rovné 0 je pdsjti uvazovat dale pouzstatele zlomku aeSeni ziskané transcendentni rovnice
hledat pomociitkazuFi ndRoot ; predtim vSak provedeme substituci zavedenim nové nezx&m@. Postupg ziskdvame

rovnice = Expand [Numerator [pom] /.
{Cc » 2997925 x1078, k - 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, X -» X /T}]
FindRoot [rovnice, {x, 0.0025 1}]

7.43283 x 1074t £0- 0143878/ . 3 58304 x 10738 x - 2. 58304 x 10738 0- 0143878/x

{x - 0.00289777}

Pro vinovou délku\n, jiz pii dané teplat T odpovidad maximum spektraini hustoty iimani tak ziskavam@/ieniv posunovaci
zékon A, T = 2.898 mK-m. Nyni mizeme pedchéazejici grafy doplnit 0 maxima jednotlivych fanich zavislosti.
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ngezi= vgrafl = Plot [{2Pihc”"2 /"5 / (Exp[hc /k/A/T]1-1) /.
{Cc » 2997925 %1078, k - 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 3000},
2Pihc*2 /75 /7 (Expthec/k/x/T1-1) /. {c > 2997925 * 1078,
k -» 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 4000},
2Pihc”2 /an5 /7 (Expthe/k/ax/T1-1) /. {c > 2997925 =*10"8,
k -» 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 4500},
2Pihec”2 /an5 /7 (Expthe/k/x/T1-1) /. {c > 2997925 =* 1078,
k -» 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 5000},
2Pihc*2 /75 /7 (Expthec/k/x/T1-1) /. {c > 2997925 * 1078,
k -» 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 5500},
2Pihec”2 /75 /7 (Expthe/k/x/T1-1) /. {c > 2997925 =* 1078,
k -» 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - 6000}}, {A, 0,2 % -6},
PlotRange - {{0, 0.000002 1}, All 3}, Filling - Axis, AxesLabel > ("2 "H A"y,
Ticks - {Table [{107i, Superscript [10,i 13}, {i, -7, -5}1, None },
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14171;
vgraf2 = Plot [2Pihc”2 /a*5 /7 (Exp[h*c /k /0.0028977 1-1) /.
{c -> 2.997925 %1078, k - 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734 },
{2, 1 x"-7,2 %"-6}, PlotRange - {{0, 0.000002 1}, {0, 1 x"14}}, AxesLabel - {"A","H "},
Ticks - {Table [{10"i, Superscript [10,i 13}, {i, -7, -53}1, None },
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143, PlotStyle - {Black, Dashed }7;

nzeal= Show[vgrafl, vgraf2 ]

H),

/

Out[364]=

V tad publikaci je pi grafickém znazorni vyuzito logaritmické Skaly os, rozsah teplot volime od BO@o 6000 K. Pedtim
jest definujeme popisky osy vinovych délek.

nzesi= popisky = Table [{j =10~ -7 // N, If [Element [Logl0 [j * 10" -7], Integers 1,
NumberForm [N[j /10,3 1, {3,1 }, NumberPoint -"" 71,™ 1}, {j,Join [
Table [i, {i,1,9,1 }], Table [i, {i, 10, 100,10 }], Table [i, {i, 100, 1000, 100 31137,



In[366]:=

out[366]=
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LogLogPlot [{2Pihc”"2 /"5 / (Exp[h*c/k/A/T]1-1) /. {c - 2997925 «10"8,
k -> 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734, T - {Table [500 %i, {i, 1,12 }1}},
2Pihc”2 /x~5 /7 (Exp[hc 7/ k /0.0028977 1 -1) /.
{Cc » 2997925 1078, k - 1.3806488 /10723, h - 6.626068 /10734 }},
{A, 5 *"-8, 1 -4}, PlotRange - {{4*"-8,1 x"-4}, {1%"8,1 x"14}},
AxesLabel - {"Ax/um", "H "}, Ticks - {popisky, None 1},
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143,
PlotStyle - {Black, {Black, Dashed, Thickness [0.006 1}}1

A/um

7.2 Vyvoj hustoty pravd épodobnosti ¢astice v jednorozm

nekone €né hluboké potencialové jam &

In[367]:=

In[368]:=

In[369]:=

In[370]:=

Tato Uloha paf mezi zakladni ulohy kvantové mechaniky. ¥padt ¢astice o hmotnostin v nekonéné hluboké potencialové
jamé Siky a pro energin-tého kvantového stavu plati
2 h? 2
E, = oma@ ne.
Definujme fisluSnou funkci:
energiel [n_]:=x"2 A"2 / (2ma"2) n"2

Podob# pro vinovou funkcin-tého kvantového stavu:

npn=\/gsin(? )

vifcel [x_,n _]:= Sqrt [2/a] Sin [xn/aXx]

Progasovou zavislost vinové funkce v jednotlivych kvantovytelvech pak plati:

on = srorp(-=

vifcecasl [t _,x _,n _]:= vifcel [x,n ] Exp[-lenergiel [n]/At]

V dalSich vypétech je vhodné zavést vhodné polozit konstanty, kterdiméaji vysledek po kvalitativni strance, rovny 1, proto:

Nyni pomoci pedpisu Table vybereme kvantové stavy, které chceme skladat a posméiu prvki Total  vytvorime
vyslednou vinovou funkci a pro kontrolu vypiSeme jejftva
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n@E73= Nl = Table [i, {i,2,8,2 }]
vyslfcel [t_,x _] := Total [vifcecasl [t x,nl 1]
vyslfcel [t x ]

ouz7a= {2, 4, 6, 8}

ours- V2 €27t sin[2ax] +V2 e8Pt Sin[4nx] +V2 e Bt Sin6ax] +\V2 e327t Sin[8x]

Normovaci konstantu vysledné funkaggtice se nachazi mezi polohami 0 ax = a) zjistime integraci prodeky konkrétni
¢as, nap.t=0.

ne7el= Al = Sqrt [1 / Integrate  [vyslfcel [0, x ] = Conjugate [vyslfcel [0,x 1], {X,0,a }1]
1

out[376]= —

Nyni jiz mizeme vykreslit zavislost hustaty: ¢* pravdpodobnosti na poloze wznychéasech.

inz771:= GraphicsGrid [

{Table [Plot [Al"z vyslfcel [t, x ] Conjugate [vyslfcel [t,x 1], {X O, a }, Filling - AXis,
PlotLabel - "t = " ~~ ToString [NumberForm[t, {1, 1 }, NumberPoint -"" 11,

Ticks - {{{O, "0" 3, {0.5, " g} {1," a" }}, None } Axes - {True, False 1},

PlotRange - {Automatic, All }], {t,0,0.3,0.1 }],

Table [Plot [Al"2vys|fcel [t, x ] Conjugate [vyslfcel [t,x 11, {X 0, a 3}, Filling - AXis,
PlotLabel - "t = " ~~ ToString [NumberForm[t, {1, 1 }, NumberPoint -"" 11,

Ticks - {{{O, "0" 3, {0.5, " g} {1," a" }}, None } Axes - {True, False 1},

PlotRange - {Automatic, All }], {t,04,0.7,0.1 }],

Table [Plot [Al"ZvysIfcel [t, x ] Conjugate [vyslfcel [t,x 11, {X 0, a 3}, Filling - AXis,
PlotLabel - "t = " ~~ ToString [NumberForm[t, {1, 1 }, NumberPoint -"" 1],

Ticks - {{{O, "0" 3, {0.5, " g} {1," a" }}, None } Axes - {True, False 1},

PlotRange - {Automatic, All }], {t,08,1.1,0.1 }]} ImageSize - 550, Frame - All ]

t=0,0 t=0,1 t=02 t=0,3
0 -Z a 0 -: a 0 -Z a 0 -Z a
t=04 t=0,5 t=06 t=07
SR V.Y L 11/ N T
0 —Z a 0 —: a 0 —Z a 0 —Z a
t=0,8 t=09 t=1,0 t=1,0
0 -Z a 0 -: a 0 -Z a 0 -Z a

Pro animaci mizeme pouzitijkaz Animate :



In[378]:=

out[378]=

In[379]:=

In[380]:=
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Animate [Plot [Al"2 vyslfcel [t, x ] Conjugate [vyslfcel [t,x 1], {X, 0, a }, Filling - AXis,
a
Ticks - {0,"0" 3}, {05," ="1% {1," a"}}, None }, Axes - {True, False 1},
{ fos." 57} }. Nore }

PlotRange - {Automatic, All }], {t,0,2,1 *"-5}, AnimationRunning - False ]

: 0 FERE]

VyzkouSejte, Ze pokud zvolite pouze stacionarni kvant@aw(aap. n = 2), hustota pravghodobnosti se &sem nerni.

Pokud bychom chiti animaci uloZit jako videosekvenci, neni vyhodné vyehazgikazuAnimate (ve videu jsou pak zazeny
snimky jak dopedu tak pozpatku). Misto toho vytime Table z jednotlivych snimk a ten poté f@vedeme na videosekvenci
(nezapomigme na gednik, aby se vSechny jednotlivé obrazky nezobrazov@lyjoti animacim v programMathematicase i
exportu vyplati zmenSit get snimk (v naSem fipad ¢asovy interval a pouzit jeho hrub&iehi) a obrnit se trgivosti.

(*» video =
Table [Plot [A"2 vyslfce [tx ] Conjugate [vyslfce [tx 11, {x,0,a },Filling - AXis,
Ticks - {{{O,"O" }, {0.5," %} " a"}},None },Axes - {True,False }], {t,0,1,1 *"—3}] *)

(* Export ["jama.flv",video 1 %)

7.3 Vyvoj hustoty pravd épodobnosti linearniho harmonického

oscilatoru

In[381]:=

ProgramMathematicanabizi i velké mnoZstvitpddefinovanych specialnich funkci, ¥gad linedrniho harmonického oscila-
toru (LHO) vyuZzijeme Hermiteovy polynomy, jinak bude pgspodobny jako v fedchazejicim jikladu. Také tato Gloha Fat
mezi zakladni ulohy kvantové mechaniky. #fpadt LHO s Uhlovou frekveneb pro energin-tého kvantového stavu plati

En=hw(n+3)
Definujme fisluSnou funkci:

energie2 [n_]:= Aw (n+ 1/2)

Podob# pro vinovou funkcin-tého kvantového stavu
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In[382]:=

In[383]:=

In[384]:=

In[387]:=

Out[387]=

out[389]=

In[390]:=

out[390]=

mw 1 _5—2
= o & e 2z Hy (&)
I €

kdem je hmotnost oscilatorué = ‘, ";—”w x pteSkalovana sdadnice.

vifce2 [ ,n_1:= (Mmw/A/7x)"(1/4)1/Sqrt [2"nn 1] HermiteH [n, &§] Exp[-&§72 /2]
Progasovou zavislost vinové funkce v jednotlivych kvantovytavech pak plati

4o = pnop(- 1)

vifcecas2 [t_, €.,n _]:= vifce2 [&§ n]+EXp[-] »energie2 [n]/hA=xt]

V dalSich vypétech je vhodné zavést vhodné polozit konstanty, terdiméaji vysledek po kvalitativni strance, rovny 1, proto:

Nyni pomoci pedpisu Table vybereme kvantové stavy, které chceme skladat a posméiu prvki Total  vytvofime
vyslednou vinovou funkci a pro kontrolu vypiSeme jeji tva

n2 = Table [i, {i,2,6,2 }]

vyslfce2 [t _, &1 := Total [vifcecas2 [t, & n2 1]
Simplify  [vyslfce2 [t, £]]

{2, 4, 6}

1

60 ]Tl/4

13it &2

e e 2 (3072 €t (1:267) +54/6 2 (3-1262 44 6% V5 (-15:90£% 6048 %)

Normovaci konstantu vysledné funkeggtice se nachazi mezi polohax 0 ax = a) zjistime integraci prodaky konkrétni
¢as, nap. t = 0 (pro sodet WtSiho p@tu stavi bude chvili trvat, mzrme proto zr#it, jak dlouho bude trvat ziskani vysledku
pomoci pikazuAbsoluteTiming , ktery zahrnuje celkovyas k ziskani vysledkuwetre stazeni dat z interentu apod.; pokud
by nas zajimal jetias vyuzity procesorem, sthby prikaz Timing ):

AbsoluteTiming [
A2 = Sgrt [1/ Integrate  [vyslfce2 [0, &] Conjugate [vyslfce2 [0, €11, {&§ =-o, ©}]] // N]
nameAndValue [A2, 2 ]

{8.227359, 0.57735}
A2-0, 58

Nyni jiz miZzeme vykreslit zavislost hustaty: ¢* pravdpodobnosti na poloze wznychéasech.



nzoz;= GraphicsGrid [
{Table [Plot [A2"2vyslfce2 [t, &] Conjugate [vyslfce2
PlotLabel - "t =" «~~ ToString [TraditionalForm
Axes - {True, False 1}, PlotRange - {Automatic, All
Table [Plot [A272vyslfce2 [t, &] Conjugate [vyslfce2
PlotLabel - "t = " ~~ ToString [TraditionalForm

Axes - {True, False
Table [Plot [A272vyslfce2 [t, &] Conjugate
Filling - AXis, PlotLabel

}, PlotRange

- "t

- {Automatic, All
[vyslfce2
= " ~~ TOString
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[t, €11, {& -5,5 }, Filling - AXis,
[t]1]1, Ticks - {{{0,"0" }}, None },
Y1, {t,0, o, w/4}1,

[t, €11, {& -5,5 1}, Filing - Axis,

[t 1], Ticks
3Lt
[t, €11,

- {{{0, "0" 1}}, None },
w+mw /6,11 ©/6, x/6}],
{§& -5751,

[ TraditionalForm [ti11,

Out[392]=

Ticks - {{{0,"0" 13}}, None }, Axes - {True, False }, PlotRange - {Automatic, All 11,
{t,2 w14 n/5 n/5}1}, ImageSize - 550, Frame - All ]
t=0 v T 37 t=1t
t=— t=— t=—
M . i \ M
AN M A
0 0 0 0 0
7 47 3 571 117
t=—o t=—o f=— f=— fo
6 3 2 3 6
AR i N N i N AN
0 0 0 0 0
t=2rm 1M 1271 137 47T
t=— t=— t=— t=——
5 5 5 5
AN A A AN
0 0 0 0 0
Pro animaci mizeme pouzitijkaz Animate :
nzos;= Animate [Plot [A272vyslfce2 [t, &] Conjugate [t, €11, {& -5,5 }, Filling - AXis,
Ticks - {{{0,"0" 13}}, None }, Axes - {True, False }, PlotRange - {Automatic, All }1,

out[393]=

{t. 0,4

-

7w, 1 *" -5}, AnimationRunning

DIEFIE]

J

- False ]

VyzkouSejte, Ze pokud zvolite pouze stacionarni kvant@aw(sag. n = 2), hustota pravghodobnosti se &sem nerni.
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7.4 Sférické harmonické funkce

In[394]:=

Out[396]=

out[397]=

Out[398]=

In[399]:=

out[399]=

Velmi jednoduSe Ize pomoci prograrMathematicavykreslit sférické harmonické funkce, jejickiverec absolutni hodnoty
uréuje i znamé tvary orbitalatomu vodiku. Std zadat vedlejSi kvantovéislo | a magnetické kvantowéislo m a podle pdeby
definovat parametry zobrazenitilaz SphericalPlot3D pak umoznuje ifmo vykreslit funkci zadanou ve sférickych
soudradnicich. B zjednoduSovanitverce absolutni hodnoty je vhodnéidat predpoklad o praci s redlnymi prémmymi,
zjednoduSovani goniometrickych funkci s (automatickgdpokladanymi komplexnimi argumentydtSinou neupravi funkci na
kompaktni tvar.

| =5;

m=1;
SphericalHarmonicY [Lm, 6 ¢]
grafY = Simplify [SphericalHarmonicY [l,m, 6 ¢]=*

Conjugate [SphericalHarmonicY [I,m, 6 ¢]], 6 € Reals&& ¢ € Reals ]

SphericalPlot3D [grafY, {6,0, =}, {9,0,2 =%}, Mesh - None,

Boxed - False, Axes - True, ColorFunction - "Rainbow",

PlotStyle - Directive  [Opacity [0.7 11, AxesOrigin - {0,0,0 3}, Ticks - None]

1 165
-—e'? | — (1-14Cos[0]%+21Cos[6]*) Sin[v]
16 2 n

165 (1 - 14 Cos [9]2 + 21 Cos [6]4)? Sin[0]2

512

Snadno také @#me normovéani druhé mocniny sférickych harmonickyctkéiivzhledem k integracitps prostorovy uhel (@
= 21 sind):

Integrate  [grafY *2 % Sin [0], {6, 0, }]
1

7.5 Néktere fraktaly

Mnoho girodnich tvaii je mozné modelovat fraktalni geometrii, Hlad hory, mraky, sthové vigky, feky nebo cévni systém.
Krasnym pikladem organického fraktalu je romanesko (drubtdiu). Casto se tvary strofna kapradi v firod modeluji na
pcitagich pouzitim rekurzivnich algoritin Jednim z nejzn&jsich a misobivych gikladi je i Madelbrotova mnozina. Termin



In[400]:=

out[401}=

Software Mathematica pro fyziky.nb | 71

fraktal pouzil poprvé matematik Benoit Mandelbrot v ro8&5La pochdazi z latinskéli@ctus— rozbity. Rozumime jim geomet-
ricky objekt, ktery je sobpodobny (pokud ho pozorujeme v jakémkoliwiftku ¢i rozliSeni, pozorujeme stale opakujici s&ityr
charakteristicky motiv) a miva na prvni pohled velmi slozityr,tvakdyZ je generovan opakovanym pouZzitim jednodulhyc
pravidel.

Mandelbrotova mnoZina je mnoZzina tidkbmplexni roviny, které jsou odvozeny od rekurzivniobrazeni v komplexni rovin

a jeji okraj je fraktdlem. K vykresleni deni se pouzivad zobrazeni, které kazdému komplexrisiu ¢ prifazuje utitou
posloupnost komplexniatisel z, uréenou nésledujicim rekurzivninigupisem

2= 0,201 = 72 +C.

Madelbrotova mnozina je pak definovana jako mnozina kexnfchéiselc, pro ktera je posloupnogs, z, z,... omezena, tzn.
Ze sphuje nasledujici podminku existence realnéista m takového, ze pro vSechmge |z,| <m. Lze dokézat, zeipkrazi-li
absolutni hodnotaskteréhoclenu posloupnostiz, | hodnotu 2, pak tato poslupnost neni omezena, oduidjieé, Ze Ize ve vysSe
uvedené definici poloziin = 2. V algoritmu se pro kazdydeny bod komplexni roviny postuprygisluji ¢leny posloupnostz, a
zjistuje se, jestli spiuji podminku| z, | <2; v piipads, Ze tato podminka neni spira, bod nep#itdo Mandelbrotovy mnoZiny.
Pti zobrazovani se podle hodnaty pfi niz doslo k nespkni podminky, zvoli barva, kterou bude bod zobrazea.d®sazeni
dobrého vzhledu se pro blizk& jagovact n voli podobné barvy. Pokud po vha@danvoleném pétu iteraci (v pikladu nize je
zvoleno 50 opakovani)igtava uvedena podminka sgia, je bod povazovan za sést Mandelbrotovy mnoZiny (zobrazuje se
obvyklecernou barvou). Nastaveni této hranice aulie vysledny obrazek: praifi§ malou hodnotu budowskteré body chyb#

ozna&eny jako patici do mnoziny, ale velky et iteraci vyZzaduje pochopiteldelSicas vyp@tu.

Mandel [x_,y _1:=
Length [FixedPointList [(H"2 +X +Y *x1) & 0, 50, SameTest - (Abs[#] > 2 &)]]
Style [DensityPlot [Mandel [x,y ], {X, -2,0.6 }, {y, -13,13 1},
Mesh - False, AspectRatio - Automatic, Frame - True, PlotPoints - 250,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0,0,0 ], Hue [.9 #]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}, NumberPoint - "" ]

-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5

Na internetu Ize najitadu navod, jak Mandelbrotovu mnoZinu vykreslit. Ukazme fefgdnu o ®co efektivrjSi moznost,
pomoci niz zobrazimeskteré detaily mnoziny, pohrat siitteme i s barvami pomoci parame@alorFunction
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in021= compiledMandel = Compile [{{c, _Complex }},

Length [FixedPointList [#"2 +C &, ¢, 150, SameTest - (Abs[#] >2.0&)]111;
GraphicsRow [{Style [DensityPlot [compiledMandel [x +ly ], {X, -.65, -.41},

{y, .5, .75 '}, PlotPoints - 300, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0,0,0 1, Hue [1-#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14311, NumberPoint - "" 1,

Style [DensityPlot [compiledMandel [x +ly ], {X, 0.2805, 0.285 },
{y, -0.0115, -0.008 }, PlotPoints - 300, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [#==1, RGBColor [0,0,0 1, Hue [1-#]] &), BaseStyle -

{FontFamily - "Times", FontSize - 14371, NumberPoint - "" 1}, ImageSize - 550]

out[403]=

0,60 -

-0,40

0,28

-0,60 —-0,55 -0,50 -0,45

V neposlednfadé mizeme poet iteraci pro jednotlivé body vykreslit jako 3D

ino41= Plot3D [compiledMandel [x +yl 1, {xX, -2.8,1.2 }, {y, -2,2},
MeshFunctions - {#3 &}, Mesh - {Table [i, {i,2,9,.5 31},
Axes - True, ColorFunction - Function [{X,y,z }, ColorData

BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize

107
out[404]= i
A

- 143, ImageSize

0,282 0,283 0,284 0,285

funkcipaci gikazuPlot3D .

PlotPoints - 200,

Boxed - False,

["BrightBands"
- 450]

11211,
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Analogicky mizeme zkoumatisla se stejnou vlastnosti vzhledem k jinému rekurzivnivedgisu, nap 2 + ¢ neboz* + c.
Vykreslovani odpovidajicich mnozin je pak vyzvopohrat si s bargkami” a zkusit §izné moznosti zavedeni parametru
ColorFunction . Vzhledem k tomu, Ze pet iteraci je zvolen 150, ileme si i zrdit ¢as, kteryMathematicana nasem
pxitagi (a pri jeho daném wytizeni) pi@buje k zobrazeni (nejen k samotnému ¥popomoci pikazuTiming (vysledek se
zobrazi vlevo vedle grafického vystupu).

nosi= compiledMandel3 = Compile [{{c, _Complex }},
Length [FixedPointList [#"3 +C &, ¢, 150, SameTest - (Abs[#] >2.0&)111;
compiledMandel4 = Compile [{{c, _Complex }},
Length [FixedPointList [#"4 +C &, ¢, 150, SameTest - (Abs[#] >2.0&)]111;
Timing [GraphicsRow [{Style [DensityPlot [compiledMandel3 [x +ly 1, {x, -1.25,1.25 3},
{y, -1.25,1.25 1}, PlotPoints - 300, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0,0,0 ], ColorData ["Rainbow" 71[15 #]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}1], NumberPoint -"" 1,
Style [DensityPlot [compiledMandeld [x +ly 1, {x, -1.4,1.1 1},
{y, -1.25,1.25 1}, PlotPoints - 300, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0, 0,0 1], ColorData ["BrightBands" ][15 #]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 1411,
NumberPoint - "" 1}, ImageSize - 500] ]

outf407]= JLl?. 659313, 0,0 |

~10 -05 00 05 1.0 210 -05 00 05 1.0

S Mandelbrotovou mnoZzinou Gzce souvisi i pojem Juliovyzimy. Je definovana jako mnozina vSech tbadv komplexni
roving, pro které posloupnost,.1 = z,> + ¢, kdec je libovolné komplexntislo, nediverguje. Hranice takovych mnoziniivo
fraktal a poprvé byly popsany francouzskymi matematikgtGnem Juliou a Pierrem Fatou. Podle volby bothe vygenerovat
nejrazrgjsi tvary a bodim prifadit barvy podle ptiu krokti, po nichz f, | prekrati hodnotu 2. Zatimco u Mandelbrotovy mnoziny
ménimec a z&iname v jedné konkrétni hodiat (konkrétrg z = 0), u Juliovy mnoziny volime konkrétoia zkoumame chovani
bodi v urité ¢asti komplexni roviny v dané posloupnostic@dteraci zde volime 100.
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inos)= Julia [zo_,c _] := Module [{z =z0,i =0}, While [i <100&&Abs[z] <2,z =2z"2 +¢;
P++]00 15
GraphicsRow [{Style [DensityPlot [Sqgrt [Julia [x+ly, -0.4 +.61 117,
{x, -1,11%, {y, -1,1 3}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0, 0,0 1, ColorData ["BrightBands" ][#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143%,
PlotLabel - "c =" ~~ToString [NumberForm[-.4 +.61, {4, 3 }, NumberPoint -"" 111,
NumberPoint - "," 1, Style [DensityPlot [Sqrt [Julia [x +ly, -0.63 -0.4071 11,
{x, -1,13%, {y, -1,1 3}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [#==1, RGBColor [0, 0,0 1], ColorData ["TemperatureMap" ][#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143, PlotLabel -
"c = " ~~ToString [NumberForm[-0.63 -0.4071, {4, 3 }, NumberPoint -"" 111,
NumberPoint - "," 1, Style [DensityPlot [Sqrt [Julia [x +ly, .641 11,
{x, -1,13%, {y, -1,1 3}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0, 0,0 1, ColorData ["BrightBands" ][#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143,
PlotLabel - "c =" «~~ ToString [NumberForm [.641, {4, 3 }, NumberPoint -"" 111,
NumberPoint - "," ]}, ImageSize - 550]

¢ =-0,400 + 0,600 I c=-0,630-04071 ¢ =0,000 + 0,640 1
N [ e
0,5 koot ! 0.5 0.5t
ouos= () ol 0.0 0.0
~1.0° | : 10 .
~1.0-05 0.0 05 1.0 ~1.0-05 0.0 05 1.0 ~1.0-05 0.0 05 1.0

VyzkouSime jedtjednu trojici¢iselc.
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n101= GraphicsRow [ {Style [DensityPlot [Sqrt [Julia [x +ly, 0.377 -.2481 1],
{x, -1,11%, {y, -1,1 3}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [#==1, RGBColor [0, 0,0 1], ColorData ["BrightBands" ][#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143, PlotLabel -
"c = " ~~ToString [NumberForm[.377 -.2481, {4, 3 }, NumberPoint -"" 111,
NumberPoint - "," 1, Style [DensityPlot [Sqgrt [Julia [x+ly, | 11, {x, -1,11},
{y, -1,1 3}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0, 0,0 1, ColorData ["TemperatureMap" ][#]1] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143%,
PlotLabel - "c =" «~~ ToString [NumberForm [l, {4, 3 }, NumberPoint -"" 111,
NumberPoint - "," 1, Style [DensityPlot [Sqrt [Julia [x +ly, -0.8 +0.1561 11,
{x, -1,11%, {y, -1,1 3}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0, 0,0 1], ColorData ["BrightBands" ][#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 143}, PlotLabel -
"c =" ~~ToString [NumberForm[-0.8 +0.1561, {4, 3 }, NumberPoint -"" 111,
NumberPoint - "," 1}, ImageSize - 550]

¢=-0,800 +0,1561

¢=0377-0,2481
: - 1,0

190, x i I,Of

0,5 0,5

ouloE () 0,0 ¥

-0.,5

_0>5i -

_10° _1.0

_1,07 ! ! ! >
0,0 0,5 1,0 -1,0-0,5 0,0 0,5 1,0 -1,0-0,5 0,0 0,5 1,0

-1,0-0,5

Analogicky Ize postupovat i pro jiné rekurentiiégpisy, nap posloupnost,,; = z,2° - 0,2.
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n411= Julia2  [zo_] : = Module [{z = z0,i =0}, While [i < 100&&Abs[z] <2,z =2z"15 -0.2;
P++]0 15
GraphicsRow [{Style [DensityPlot [Sqrt [Julia2 [x +1y 11,
{x, -0.8,04 1}, {y, -.6,.6 1}, PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [# =1, RGBColor [0, 0,0 1, ColorData ["BrightBands" ][#]] &),
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14311, NumberPoint - "" 1,
Style [DensityPlot [Sqrt [Julia2 [x +ly 11, {x,.07,041 1}, {y, .35, .65 1},
PlotPoints - 275, Mesh - False, Frame - True,
ColorFunction - (If [#==1, RGBColor [0, 0,0 1, GrayLevel [#]] &), BaseStyle -
{FontFamily - "Times", FontSize - 14371, NumberPoint - "" 1}, ImageSize - 550]

0.6 o s O B
04 SN A A
0.2

0,0

out[412]=

-0.2 /%

. 040-

' 0,35
-0,8 -0,6 -04 -0,2 0,0 02 04

0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
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8 Obecna teorie relativity

8.1 Uréeni Ricciho a Einsteinova tenzoru pro sféricky syme  tricky
prostoro €as

Rutinni vyp@ty slozek tenzdr v obecné teorii relativity dnestéinou s¢tujeme prograrim CAS (Computer Algebra Systems),
mezi réz pati i Mathematica Za nejjednodussi a zakladni aplikaci I1ze povazovptadst Christoffelovych symbél Ricciho a
Einsteinova tenzoru pro dany metricky tenzor. Ukazme podst na pikladu sféricky symetrického prostéasu. Nejprve (pro
piipad opakovani vyptu) vymazeme z pati potiebné prorinné:
n413= Clear [n, coord, metric, inversemetric,
affine, riemann, ricci, scalar, einstein, t, r, s, o, A B 1;

Poté zadame rozmprostor@asu (pdet sodtadnic), soéadnice, kovariantni metricky tenzor a nechame vypsatare mwatice:
n@14= N = 4,

coord = {t,r, O, o};

metric = {{-A[r],0,0,0 1}, {0,B[r],0,0 }, {0,0,r*2,0 3}, {0,0,0,r*2 %Sin [6]1"2}}

metric  // MatrixForm

ouie {{-A[r], 0, 0, 0}, {0, B{r], 0, 0}, {0, O, r? 0}, {0, 0, O, r®Sin[c]?}}

Out[417]//MatrixForm=

“Ar] 0 0 0
0 B[] 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2Sin[u]?

Déle ugime matici inverzni k matici s kovariantnimi slozkami metriekénzoru, kterd obsahuje kontravariatni slozky metriky;
pro p'ehlednost z&tSime font.

Inja18]= inversemetric = Simplify  [Inverse [metric ]]
Style [inversemetric // MatrixForm, FontSize - 16]

1 1 1
outia1sl= {{f PYss 0, 0, o}, {o, = 0, o}, {o, 0, = o}, {o, 0, 0, r—z}}

1
~ AL 0 0 0
1
0 B 0 0
Out[419]= 1
0 o L o0
r
Cs 2
0 0 0 =2 9]

Vypocet Christoffelovych symbolu

Christoffelovy symboly zavedeme podle definice uzivanéstugmé literatte (pozor si musime dat na znaménkovou konvenci)
pomoci sloZzek metrického tenzag, ,

A _1 (99 | 99w 6&)
r“"‘zg ( 6x"+6xV+6x”’

po vypaitu pomoci funkce listaffine vypiSeme nenulové slozky:
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naz0p= affine : = affine =
Simplify [Table [(1/2) % Sum[ (inversemetric [[i,s 1]1) = (D[metric [[s,j 11,coord [[K]]] +
D[metric [[s,k 1]1,coord [[j]1]]-D[metric [[j,k 1],coord [[S]]]).
{s,L,n 31, {Ln ), {,Ln 3 {k1n 3L
listaffine : = Table [If [UnsameQaffine [[i,j,k 11,01, {Style [
Subscript  [Superscript [T, coord [[i]]],coord [[j]],coord [[k]]],FontSize - 16],
"=" Style [affine [[i,j,k 11,FontSize 16131, {i,1,n 3}, {,1,n 3} (k1] }]

TableForm [Partition [DeleteCases [Flatten [listaffine 1, Null 1, 3 ], TableSpacing -» {2,21}]

Out[422]//TableForm=

I 2A ’A[[rr]J

e - ZA;B[[rr]J

™, - 28;3[[rr]}

Tr@ CHE _rsé,?r[}mz

I r = %

% = -Cos[®] Sin[6]
T, - rl

%, ¢ = Cot [O]

Vypocet Ricciho tenzoru (kovariantni slozky)
Podobr zavedeme vztahy pro vyget Ricciho tenzoru

ar’,, ar’,
Rep = Tap 005 = [as oy + 5" = e
nja23)= ricci : = ricci = Simplify [
Table [Sum[D[affine [[i,j,k 11,coord [[i]]] -Dl[affine T[[i,j,i 11, coord [[k11] +
Sum[affine [[s,j, k 1] =affine [[i,i,s 1] -affine [[s,j,i 1] =affine [[i,k,s 11,
{s;1,n 31, {i,L,n 31, {il,n }, {(k1,n }1I;
listricci : = Table [If [UnsameQricci [[j,| 11,01,
{Style [Subscript [R,coord [[j]],coord [[l]1]], FontSize - 161,
"=" Style [ricci [[j,| 11,FontSize 16131, {,1,n 3}, {1, }]

TableForm [Partition [DeleteCases [Flatten [listricci 1, Null 1, 3171, TableSpacing - {2,2 }]
Out[425]/[TableForm=

Rt _ —r BIr] A[r]2+A[r] (-r A[r] B [r]+2B[r] (2A[r]+r A’ [r]))

ot s 4 Alr] B[r 2
R A[r] (4A[r]+r A[r]) B [r]+r Br] (A[r]?-2A[r] A"[r])

P 4t A[r]2B[r]

2+rA’[r]
_ 1 _ Alr] r B(r]

Roo = 5|2 Bir] B2

(
Roo = 2A[r] B[r )2
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Ricciho tenzor

Inf426):= ricci
—rBIr]A[r]2+A[r] (-r A[r]B[r]1+2B[r] (2A[r]+r A’[r]))
outazer { { . 0,0, 0},
47t Alr] B[r)2
Alr] (AAr]+r Ar]) B[r]+rBr] (A[r12-2A[r1A"[r])
{o, , 0, o},
471 A[r12BJ[r]
Ar]
1 2+ Al ] r B [r]
{o, 0, — |2- N , o},
2 B[r] B[r 2

Sin(e]? (-r BIr]A[r]+A[r] (-2B[r]+2B[r]?+r B[r]))

.00 )

2A[r] B[rj2

Skalarni krivost

Skalarni Kivost je definovana pomoci Ricciho tenzoru
R=g" R,

n@27:= scalar = Simplify  [Sum[inversemetric [[i,j 11ricci [[i,j 11, {i,1,n 3}, {,1,n 311

1
ougzre (2B ] A[r]2+4A[r]2 (-B[r] +B[r]2+rB[r]) +
2r2A[r12B[r]2

rAfr] r Air1B[r]-2B[r] (2A[r] +rA”[r})))

Einsteindv tenzor (kovariantni slozky)

Einsteiniv tenzor pak zavedeme podle vztahu
G,uv: Ruv - 1/2 g,uvR

n42e:= einstein : = einstein = Simplify  [ricci - (1/2) scalar % metric ]
listeinstein : = Table [If [UnsameQeinstein [[j,| 11,01,
{Style [Subscript [G, coord [[j]1],coord [[l]]],FontSize - 16]," =",
Style [einstein [[j,| 1], FontSize - 1613}1, {,1,n 3}, {1, n }]
TableForm [Partition [DeleteCases [Flatten [listeinstein 1, Null 1,31, TableSpacing - {2,2 }]

Out[430]//TableForm=
Alr] (-B[r]+B[r]2+r B [r])

Gt't - r2Bjr)?
_ A[r1-A(r] B[r]+r A[r]
G?,r N r2A[r]
G r(-r BIr]A[r]2-2A[r]2B[r]+A[r] (-1 A[r] B [r]+2B[r] (A[r]+r A’[r])))
67 4A[r]2B[r]2

r Sinfel? (7r BIr]A[r]2-2A[r]2B [r]+A[r] (-r A[r]B[r]+2B[r] (A[r]+r A”[r})))
Goo - 4A[r12BIr)2
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In431:= einstein

Alr] (-B[r] +B[r12+rB[r])

ouaan {{ e . 0, 0, 0, {o, A . 0, 0}, {0, 0,
r(-rBIr]A[r]2-2Ar 2B [r]+A[r] (-r Ar]B[r]+2B[r] (A[r]+rA[r])))
, 04, 10, O,
4 A[r)2BJ[r)? } {
rSin(e]? (-rBr]A[r]?-2A[r]2B[r] +A[r] (-r A[r]B[r]+2B[r] (A[r]+r A’[r])))
0,
4A[r]2B[r)2 }}
In432:= einsteinup : =
einsteinup = Table [Sum[inversemetric [[i, kK 11 = inversemetric [[,] 11 *einstein [k, | 11,
{kV 1’4 }7 {ll 114 }]7 {IY 114 }l {j’ 1’4 }];
listeinsteinup : = Table [If [UnsameQeinsteinup [[j,!| 11,01,

{Superscript  [G, StringJoin [{ToString [coord [[j 111, ToString [coord [[l111}11.,
" =", einstein [, 1131, . L,n 3}, (L1, n 3]
TableForm [Partition [DeleteCases [Flatten [listeinsteinup 1, Null 1,31,
TableSpacing - {2, 2 }]

Out[434]/[TableForm=
Alr] (-B[r1+B[r]2+r B'[r])

Gt =
r2B[r)?
ar _ A[r]-A[r] Br]+r A [r]
B r2Afr]
e B r(-r BIr]A[r]2-2Ar 2B [r]+A[r] (-r A[r]B[r]+2B[r] (A[r]+r A’[r])))
B 4A[r])2B[r]?
e rSin[e]? (-r Br] A[r]2-2A[r 2B [r]+A[r] (-r A[r]B[r]+2B[r] (A[r]+ A’[r])))

4A[r]2B[r)?

Pro kontrolu definujeme funkc& a B pro znamé Schwarzschildow¥eSeni a po zjednoduSeniétime, Ze jde o plochy pros-
toratas s nulovou skalarniikosti, Ricciho i Einsteinovym tenzorem. Pro vypis nenulov@thistoffelovych symbdi pouzijeme
opet listaffine.



In[435]:=
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Alr _1:=1-2+GxM/r /c"2);
Blr_1:=1/(1-2xG+«M/r /c"2);
Simplify  [scalar 1;
Simplify  [ricci  1;
Simplify  [einstein  1;
Simplify  [affine 1;
listaffine : = Table [If [UnsameQaffine [[i,j,k 11,01,
{Subscript [Superscript [T, coord [[i]1]],coord [[j]1],coord [[k]11,
"=, Simplify  [affine [[ijk 11131, ¢iLn ) G.Ln ) (k1] }]
TableForm [Partition [DeleteCases [Flatten [listaffine 1, Null 1, 3 ], TableSpacing -» {2,21}]

Out[442]/[TableForm=

1. G
Tt =
rt r(-2. Gee?r)
1. G(-2. Gec?r)
r _
s
1. G
T = -
rr r(-2. Gee?r)
2. G
Trg,g = o2 *1. r
o B ~ 1. (-2. G+¢?r) Sin[o]?
0, 0 = c2
1
¢ = -
T%., = -Cos[o] Sin[o]
1
Tww r = r—
T o = Cot [9]

8.2 Pohyb €astic v okoli Schwarzschildovy  €erné diry

In[443]:=

In[444]:=

Out[444]=

Pohybc¢astic I1ze popsat pomoci integigdohybu — momentu hybnostia energieS; pro jednoduchost budeme vSechny disli
vztahovat k hmotnostierné diryM (neboli také Izéici, Ze tuto hmotnost form&irpolozime rovnu 1, i vzdalenost budeme wad
v nasobcichM v obvyklych geometrodynamickych jednotkach). Charakiagjektorie gi daném momentu hybnosti vhodrg
popisuje efektivni potencial, namisto radialniisaimice nizeme s vyhodou pouZit jejfgwracenou hodnotw= 1#:

VIu_, #_.]:=-u+¢"2un2 /2 - ¢*2 u"3
Specificky moment hybnosti:
¢=33Sqgrt [3]

5. 71577

Efektivni potenciél vykreslime jako funke# a ¢:
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naasi= veff = Style [Plot [V[1/r, ¢]1, {r,23,80 1},
AxesLabel -> {"r/M" " V"}, PlotRange - {{0, 80 }, All 3}, Filling - Bottom,

BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 1411, NumberPoint - "" ]

V
0,30

0,25}
0,20
outass= 0,15
0,10
0,05}

' ' : /M
20— 40 60 80/

Extrémy potencialu @ji polohy stabilni (minimum) a labilni (maximum) kruhovéitgrb

njasei= dV[U_, #] :=-1+¢22 u -3 ¢"2 un2

maxmin = NSolve [dV[ex, ¢] ==0, ex ]
oupaar= {{ex - 0. 0340969}, {ex - 0.299236}}

Dosazenim hodnot najdeme i minimélni a maximalni hodrfetdieniho potencialu pro volbu energiéstice.

nja4gi= vmin = V[ex /. maxmin [[1]], f]

outasas= —0. 0164009

nja49p= vmax = V[ex /. maxmin [[2]], ‘]

outas9= 0. 288068

Vykresleni potencialu i s hladinou energie:

nsol= & = -0.005;
veff =Plot [V[1/r, ¢], {r,2.1,80 3}, AxesLabel - {'r /M"," V"},
PlotRange - {{0, 80 }, Automatic }, Filling - &, GridLines - Automatic,
BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14171;
sce: = Plot [&, {r, 0,80 3}, DisplayFunction - Identity 1;
Style [Show[veff, sce, DisplayFunction - $DisplayFunction 1, NumberPoint - "" ]

v
0,005 \

0,000
\ 20 40 60 80
~0,005 ¢

out[453}= —0,010?
-0,015F
—-0,020F
—-0,025F
—-0,030F

Najdeme vzdalenosti, v nichz je zvolena enetgstice rovna efektivnimu potencialu ipaiteme z prortnnéu nar:



In[454]:=

Out[454]=

Out[455]=

Out[456]=

Out[457]=

In[458]:=

out[459]=

In[460]:=

In[461]:=

In[464]:=

out[464]=
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soln = NSolve [V[tp, ¢] =6,1tp 1]

tpl =1/tp /.soln [[1]]
tp2 =1/tp /.soln [[2]]
tp3 =1/tp /.soln [[3]]

{{tp - 0.00548628}, {tp - 0.0649388}, {tp — 0.429575}}

182. 273

15. 3991

2.32788

Nyni zvolime poateini polohu, z energie a momentu hybnosti dddone radialni rychlost.

r0 = 25;
vO0 -Sgrt [2%8+1-(1-2/10) % (L+¢22 /1072 )]

-0. 148019

Nyni budeméeSit pohybovou rovnici geSeni vykreslime spolu s vyzmemim hranice horizonterné diry { = 2M).

reseni =
NDSolve [{rp" [t] =-1/rp [t1"2 +¢72 /rp [t]1"3 -3 x¢"2 /rp [t174, phi" [t] = ¢/1p [t]"2,
rp [0] =10, rp' [0] = VO, phi [0] =0}, {rp, phi 1}, {t, 0,20000 3}1;

krl = ParametricPlot [Evaluate [{rp [t] * Cos[phi [t]],rp [t] *Sin [phi [t]]} /.reseni 1,
{t, 0, 20000 }, PlotStyle - {Thickness [0.007 1}, Ticks - None];

kr2 = Graphics [Circle [{0,0},211;

kr3 = Graphics [{LightGray, Disk [{0,0 13}, 21}1;

Show [ {krl, kr3, kr2 }, PlotRange - All ]

Vidime, Ze vysledkem je neuzana vazana trajektorie.

8.3 Pohyb foton G v okoli Schwarzschildovy ¢erné diry

In[465]:=

Pro fotony (obeokicéstice s nulovou klidovou hmotnosti) ma efektivni potenciél tvar

VIu_]:= u”2 * (1-2=%u)
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In[466]:=

Out[466]=

In[467]:=

Out[468]=

In[469]:=

Out[469]=

In[470]:=

Out[473]=

Vykreslime jej jako funkci/M :

veff = Style [Plot [V[1/r], {r,2,10 1},
AxesLabel -> {"r/M" " V"}, PlotRange - {{0, 10 }, All 3}, Filling - Bottom,

BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 1411, NumberPoint - "" ]
V

0,03

0,02

0,01

e M
2 4 6 8 10

Analogicky jako v pipadcs ¢astic najdeme extrém efektivniho potencialu (odpovida nestébilnkruhové fotonové orldt po niz
fotony mohou obihat dokola koleterné diry)

dV[u_]:=2u -6u”2

maxmin = NSolve [dV[ex] == 0, ex ]

{{ex - 0.}, {ex » 0.333333}}

Dopaiitdme hodnotu efektivniho potencialu v maximu

vmax = V[ex /. maxmin [[2]]]

0. 037037

Poté zvolime impaktni parametr fotonu a vykreslime odpovidajisetiky s efektivnim potencidlem

b = 10;
veff =Plot [V[1/r], {r,2,10 1}, AxesLabel -> {"r /M","V" },
PlotRange - {{0, 10 }, {1.2 %xvmin, 1.2 vmax}}, Filling - 1/b"2,

GridLines - Automatic, BaseStyle - {FontFamily - "Times", FontSize - 14171;
sce: = Plot [1/b”2, {r, 0,10 3}, DisplayFunction - Identity 1;
Style [Show[veff, sce, DisplayFunction - $DisplayFunction 1, NumberPoint - "" ]
\"
0,04
0,03
0,021
0,01F /
0,00} ; ! I ' /M
b 2 4 6 8 10
-0,01F

Nyni priseiky najdeme numericky, podle grafu bude &gz nich odpovidat maximalnimdilplizeni fotonu, ktery dopada z
velké vzdalenosti, kerné dfe:
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n@7a1= soln = NSolve [V[up] =1/b"2,up ]
rpl =1/up /.soln [[1]]
rp2 =1/up /.soln [[2]]
rp3 =1/up /.soln [[3]]

outa74= {{up » -0.0919089}, {up - 0.113781}, {up - 0.478128}}
outa7s= —10. 8803
outa76]= 8. 78885

outa77= 2. 09149

Nakonec zvolime p@teini polohu, dopeitame radialni rychlost a Uhel, ZhoZ foton pichazi a horntasovou mez pro inte-
graci:
na7e= r0 = 25;
vO = -Sgrt [1/b”2 -V[1/10]]
phi0 = ArcTan [r0, b ]
tm = 600;

533
250

Out[479]= -—

2
outso)= Ar cTan [ g}

Potom numericky eSime pohybovou rovnici a vykreslime trajektorii fotonu:

nas2;= reseni = NDSolve [{rp" [t] =1/rp [t]1"3 -3 /rp [t]"4, phi" [t] =21/rp[t]"2,
rp [0] =10, rp* [0] = VO, phi [0] == phi0 }, {rp, phi 3}, {t,0,tm }];
krl = ParametricPlot [Evaluate [{rp [t] * Cos[phi [t]],rp [t] *Sin [phi [t]]} /.reseni 1,
{t, 0, tm 3}, PlotStyle - {Thickness [0.007 ]1}1;
kr2 = Graphics [Circle [{0,0},211;
kr3 = Graphics [{LightGray, Disk [{0,0 1}, 21}1;
Show [ {krl, kr3, kr2 }, PlotRange - All, BaseStyle -» {FontSize - 14}]

Out[486]= —— v 1

30 0 -10 10 20

-10

V souvislosti se studiem ohybu&einych paprsk v okoli cerné diry je zajimavé spitat zneénu Ghlu v rovig trajektorie pro
dany foton pipadrg ji prevést na stupn

nus7= A = 2 % NIntegrate [1/ (r*"2 % Sqrt [1/b”2 -V[1/r]1]), {r, Max [rpl, rp2, rp3 ], ©}]
A¢ / Degree

ou2s7- 3. 73199 - 6. 14959 x 107 i

ouasel= 213. 827 - 3. 52345 x107% i
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O Zaver

Anotace

Publikace se &nuje vyuziti programuMathematica(verze 10.0) p feSeni naréngjSich fyzikalnich problén V textu jsou
vybrany rékteré zajimavé ulohy, které jsou zpracovany a popsamyugitim programuMathematica Matematika je dnes
nezbytny obor pro studium wipodowdnych disciplinach a odpovidajicickiitelskych oborech. V dabvykonnych peitati,
notebook ¢i modernich tablétje nezbytné zahrnout tyto progresivni predky do vyuky a vést studenty k jejich smyslupinému
a efektivnimu vyuzivani. Diky modernim technologiim vznika tarosieSeni naréngjSich problém. Implementace profesional-
niho matematického softwaMathematicapfispiva ke zkvalitéini vyucovaciho procesu dnes velmi némgch obod, jako je
fyzika, biologie i chemie.

PublikaceSoftware Mathematica pro fyzikg rozdlena do osmi kapitol detné Gvodu, kde jsou shrnuta zakladni pravidla pro
praci se softwarenMathematica V druhé kapitole jsou uvedengkieré fyzikalni tlohy, které Ize v softwamdathematica
jednoduSeresit pomoci hledani lokalnich extrénfunkci. Nasledujici dv kapitoly textu se za#fuji na zpracovani dat
jednoduchych wteni, nap. zkoumani zavislosti elektrického odporu na teplanalyza zavislosti tlaku sytych vodnich par na
teplo€ ¢i zpracovani dat z #&ieni tihového zrychleni pomoci matematického a reverzniadia. Tyto piklady a vypéty Ize
vyuzivat v rdmci praktickych #tieni v laboratti fyziky. V kapitole ¢islo pst je uvedeno &kolik piikladi a aplikaci pi feSeni
problémi z oblasti klasické mechaniky, ragkeplerova Uloha, Buquoyova Uloha a Van deriPalscilator. DalSi kapitola se
zabyva interpretaci vysledkeSenych probléinz teorie elektromagnetického pole. Pozornosgj®vana vybranym aplikacim v
elektrostatice a v nestacionarnim elektromagnetickém poli. Kktmsické mechaniky jsoteSeny i otazky z moderni mechaniky,
nap. Planckiv vyzarovaci zakon, vyvoj hustoty praggbodobnostitastice v jednorozimné nekonéné hluboké potencialové jam
nebo vyvoj hustoty pravgodobnosti linearniho harmonického oscilatoru. Diky profédidmu softwaru je jeden oddil textu
vénovan modelovani fraktélve 2D i 3D rozmiru, coz by bez pouziti kvalitniho programu nebylo nikdy néoZzealizovat.
Posledni kapitola Obecna teorie relativity se zabyva stypohristoffelovych symbdl, Ricciho a Einsteinova tenzoru pro dany
metricky tenzor nebo pohybetastic v okoli Schwarzschildowerné diry.

Zaver

Software Mathematicaje velmi vykonny matematicky program, vhodny pro stigem witele fyziky, ktei chgji rychle a
efektivni feSit narengjsi fyzikalni problémy. Softwar&lathematica obsahuje téf 5000 funkci, které umagji fesit slozité
technické vypéty, vizualizovat realné natifené hodnoty nebo srovnavat a analyzovat data ziskamaérmetu. Publikace
Software Mathematica pro fyzilse ¥nuje vyuZiti programuMathematica(verze 10.0). Text publikace se snazi prohloubit
a rozsfit znalosti¢ten&e z wiva vysokoskolské fyziky. V jednotlivych kapitolach této pubtiegsou popsanyifklady z oblasti
klasické mechaniky, moderni fyziky, obecné teorie relativigha teorie elektromagnetického pole. V publik&dftware
Mathematica pro fyzikjsou uvedeny také kapitoly, které sawiji fyzikainim Gloham, které vedou k hledani lokalnich emtré
funkci nebo kapitoly popisuji zpracovani dat realnyetemi.

Summary

SoftwareMathematicais a mathematical program with a very high output, suitablstiaents and teachers of physics looking
for a quick and effective solution of challenging problemghia field of physics. Softwar&athematicahas almost 5000
functions that allow solving complex engineering calculationsialiging real measured values or comparing and analyztey d
obtained from the Internet. PublicatiGoftware Mathematica for physitsdevoted to the usage Mathematica(version 10.0).
The text of the publication is aimed to enhance read@mwvledge of the university physics curriculum. The individireapters

of the publication describe the examples in the field of cldssieghanics, modern physics, theory of general relativity a
electromagnetic theory. The publicatiBoftware Mathematica for physiakso contains some chapters dealing with the physical
tasks that lead to seeking of local extremes of a functichapters describing the real measurement data pragessin
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